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第七版编者序言 


E . M . 栗弗席兹从1985年起就开始准备《场论》的新版本，甚至在他临 
终前在医院卧病的日子里仍然坚持着这项工作。他建议的修改在这个版本里 
都考虑到了。其中需要指出的是，本书对相对论力学中角动量守恒定律的证 
明进行了某些修改，对引力理论中克里斯托夫符号的对称性问题进行了更为 
详细的论述。在电磁场应力张量的定义中改变了符号（在上一版本中这个张 
量的定义方式和本教程其余几卷都不一样）。 

针对本书出版的准备过程中产生的一系列问题， B . 几沙弗朗诺夫和我 
进行了讨论，我对他表示感谢。 

jt . n . 皮塔耶夫斯基 
1987年6月 




第六版序言 


本书第一版问世已经三十多年了。在这数十年间，本书历经修改和增补, 
多次再版，现在的篇幅和最初相比几乎增加了一倍。但是，朗道所提出的构 
建理论的方式和他所提倡的行文方式始终无须改变，其主要特点就是——追 
求简单明了。即使在我不得不独自一人完成修订工作的时候，我也尽一切努 
力保持这种风格。 

和上一版（第五版）相比，本书前九章关于电动力学的内容几乎没有变 
化。对论述引力场理论的相关章节作了修改和补充。这些章节的内容在历次 
再版时都有显著增加，所以最终有必要对这些内容进行重新编排和整理。 

在这里我想对自己的所有同事表示深切的感谢，由于人数太多，实难在 
此一一列举他们的姓名。他们提出大量意见和建议帮助我弥补了书中的不足 
之处，使本书得以不断完善。假如没有这些建议，没有这些在我遇到问题时 
随时准备提供的帮助，继续出版这套教程的工作肯定会困难得多。 

我要特别感谢 ji . n . 皮塔耶夫斯基，我一直和他讨论修订中出现的问 
题。也要特别感谢 b. A. 别林斯基，他帮助检查了全书的公式并审读了校样。 


E. M. 栗弗席兹 
1972年12月 



第一版和第二版序言摘录 


本书阐述电磁场和引力场的理论，也就是电动力学和广义相对论。完整 
的、逻辑上严谨的电磁场理论本身就包含了狭义相对论。因此，我们将后者 
作为叙述的基础。基本关系的推导以变分原理为出发点，这样做能使对问题 
的表述达到最大限度的普遍性和统一性，就其实质而言，给出最为简单的表 
述。 

按照我们对《理论物理学教程》的整体规划（本书是其中的一部分）， 
这一卷完全没有涉及连续介质的电动力学问题，只局限在“微观”的电动力 
学——真空和点电荷的电动力学。 

为了阅读本书，必须了解普通物理学课程范围内的电磁现象，还必须熟 
练掌握矢量分析。不要求读者具有张量分析的预备知识，因为有关内容会在 
建立引力场理论时一并予以叙述。 


JI . 朗道， E . 栗弗席兹 
莫斯科，1939 年 12 月 
莫斯科，1947 年 6 月 




重要符号 


三维空间中的置 

三维张量的指标用希腊字母表示 


dV,df,dl 
P 和€ 

V ?和 A 

五和 i / 

p 和 :/ 

d 


体积元，面元，线元 
粒子的动量和能量 
哈密顿函数 
电磁场的标势和矢势 
电场强度和磁场强度 
电荷密度和电流密度 
电偶极矩 
磁偶极矩 


四维空间中的量 

四维张 tt 的指标用拉丁字母表示 


字母 i ， &，/,•••的取值范围是0, 1,2,3 
采用带有号差 （+ —>的度规 
指标的上移和下移法则——在16页 
四维矢最的分量以 ^ = M °, A ) 的形式列出 

e iklm 四阶反对称单位张 M ，并且 e 0123 = 1 

(定义见19页） 

df 2 = dx ° dx } dx 2 dx 3 四维体积元 


d 5 i 



u l = dx l /ds 

P i = (^/ c , p ) 
f = ( cp , pv ) 
= (ip, A) 


Fik = 


dA k 


dAj 

dx k 




超曲面元（定义见22页） 

四维径矢 
四维速度 
四维动量 
四维电流 
电磁场的四维势 

四维电磁场张 tt (分 tt 与 E 和 if 的 

分量之间的关系见69页） 

四维能量动量张量（其分量的定义见89页) 



重要符号 


在引用本教程其他各卷的章节和公式时，卷号与书名的对应关 系为: 
第 一卷： 《力学》，俄文第五版，中文第 一版； 

第 三卷： 《量子力学（非相对论理论）》，俄文第六版，中文第 一版； 
第五卷：《统计物理学 I 》，俄文第五版，中文第 一版； 

第 六卷： 《流体力学》，俄文第五版，中文第 一版； 

第 八卷： 《连续介质电动力学》，俄文第四版，中文第一版。 
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第一早 

相对性原理 


§1相互作用的传播速度 

为了描述自然界中所发生的过程，必须有一个所谓参考系.参考系应理 
解为一个坐标系和间定在这个坐标系黾的钟.坐标系用来刻画一个粒子在空 
间的位置，钟用来指示时间. 

有这样一类参考系，在其中，一个自由运动物体，即一个无外力作用于 
其上的运动物体，是以恒定速度行进的.这类参考系叫做惯性系. 

如果两个参考系彼此相对作匀速直线运动，而其中的一个又是惯性系， 
那么，另外一个显然也是惯性系（在这个参考系中每一个自由运动也将是匀 
速直线运动）.因此，我们可以有任意多个惯性参考系，它们彼此相对作匀速 
直线运动. 

实验表明，所谓相对性原理是有效的.按照这个原理，所有的自然定律 
在所有惯性参考系中都是相同的.换句话说，表示自然定律的方程对于由一 
个惯性系到另一个惯性系的时间与坐标的各种变换来说是不变的.这就是说, 
描述自然界定律的方程，如用不同的惯性参考系的坐标与时间写出来，将有 
同样的形式. 

粒子间的相互作用在普通力学中由相互作用势能来描述，相互作用势能 
是相互作用的粒子的坐标的函数.很容易看出，这种描述相互作用的方式，包 
含着一个假定，即假定相互作用是瞬时传播的.事实上，按照上面的说法，每 
一个粒子在某一瞬时受到其他各粒子的作用力，仅与那些粒子在该瞬时的位 
置有关.在这些相互作用的粒子中，如果有一个粒子改变了位置，立刻就会 
影响到其他各粒子. 

然而，实验表明，瞬时的相互作用在自然界中是不存在的.因此，基于 
相互作用的瞬时传播概念的力学本身就含有某些不准确性.实际上，如果相 



第一章 相对性原理 


互作 川的物 体中的一个发生任何变动，仅仅在过了某段时间以后才能影响到 
其他物体.只有在这段时间以后，由最初变动所产生的物理过程才开始在第 
二个物体上发生.用这段时间除两个物体间的距离，就得到相 互作用的传播 

速度. 

我们要注意，这个速度，严格地说，应该称为相互作用的最大传播速度. 
这个速度仅仅决定某一物体的变动开始在第二个物体上表现出来所需要的时 
间间隔.显然，相互作用的最大传播速度的存在，同时也就暗示着，在自然界 
中，物体运动的速度一般不可能大于这个速度.事实上，假若真的有这种运动 
存在，那么我们就可以利用这种运动实现一个相互作用，其传播速度比上面 
所说的最大传播速度还要大. 

从一个粒子向另一个粒子传播的相互作用往往叫做“信号”，它由第一 
个粒子发出，将第一个粒子所经历的变化“通知”第二个粒子. W 此相互作用 
的传播速度称 为信号速度. 

值得注意的是，由相对性原理可以推断相互作用的传播速度在所 有惯性 
参考系中都是一 样的. 因此，相互作用的传播速度是一个普适常数. 

以后我们将要证明，这个恒定速度就是光在真空中的速度.我们通常用 
字母 C 来代表 光速， 其值等于 

c = 2.998 x 10 1() cm / s . (1.1) 

这个速度很高，这可以解释经典力学为何在大多数情况下都足够精确. 
我们有机会遇到的各种速度通常都比光速小得多，以至假设光速为无限大， 
对结果的精确性并无实质上的影响. 

把相对性原理同相互作用传播速度的有限性结合起来，就是爱 因斯坦 
的相对性原理 （爱 W 斯坦在1905年提出这个原理），它不同于伽利略的相对 
性原理，伽利略的相对性原理基于无限大的相互作用传播速度. 

以爱因斯坦的相对性原理（以后我们通常简称它为相对性原理）为基础 
的力学，称 为相对论力学 .在运动物体的速度远小于光速的极限情形下，我 
们就可以略去传播速度的有限性对于运动的影响.这样一来，相对论力学就 
变为通常的力学了，通常的力学基于相互作用瞬时传播这一 假定； 这种力学 
称为 牛顿力学或经典力学 .在相对论力学的公式中，取 c — oo 极限，就可由 
相对论力学在形式上过渡到经典力学. 

在经典力学中，距离已经是相对的，就是说，不同事件的空间关系依赖 
于描述这些事件所用的参考系.所以，说两件不同时的事件发生在空间同一 
点上，或者更普遍而言，说两件不同时的事件发生在彼此间有一定距离的两 
点上，只有当我们指明了我们所用的是哪一个参考系时才有意义. 


相互作用的传播速度 


另一方面，在经典力学中，时间是绝 对的； 换句话说，经典力学假定时 
间的特性与参考系无关，对所有参考系来说，时间只有一个.这就是说，假如 
对于某一个观察者来说，有两个现象是同时发生的，那么，对所有其他观察 
者来说，这两个现象也是同时发生的.更普遍而言，两个给定事件发生的时 
间间隔在一切参考系中必须一样. 

然而，很容易证明，绝对时间的概念是与爱 W 斯坦的相对性原理完全冲 
突的.为了说明这一点，我们只需回忆一下，在以绝对时间的概念为基础的 
经典力学中，速度合成的通用法则是有效的.按照这个法则，复合运动的合 
速度简单地等于组成这个运动的各个速度的（矢 M ) 和.这个法则既然是普遍 
适用的，就应该可以应用于相互作用的传播.由此可以推出，传播速度在不同 
的惯性参考系中必定是不同的，这就与相对性原理冲突了.但是，实验完全 
证实了相对性原理.在1881年迈克耳孙首次测量的结果显示，光速与其传播 
方向并无 关系； 然而，按照经典力学，光速在与地球运动方向相同的方向上， 
应该比在与地球运动方向相反的方向上为小. 

因此，相对性原理导出一个结果，即时间不是绝对的.在不同的参考系 
中，时间的流逝也是不同的.所以，“两个不同的事件之间有一定的时间间隔” 
这样的陈述，仅在肯定地指明了所应用的是哪一个参考系的情况下才有意义. 
特别是，在某一个参考系内同时发生的事件，对另一个参考系来说并不是同 
时的. 

为了弄清楚这个概念，我们先考虑下面的简单例子. 

我们来研究两个惯性参考系 K 和尺'，其坐标轴分别为及 x ， y f z ，， 而 
K f 则相对于沿: r 和 〆 轴向右运动（图 1). 



m 1 

设信号从 〆 轴上某一点 a 向两个相反的方向发出.既然信号在系中 
的传播速度，正如在所有惯性系中一样，（在两个方向上）都等于 C ， 那么，它 
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就会（在 f 系里）同时到达与 A 等距离的两点 B RC . 

但是，很显然，同样的两事件（信号到达 B 及 C 两点），对于在 K 系 
内的观察者来说，绝不是同时的.实际上，按照相对性原理，信号相对于 K 
系的速度也等于 c ， 并且因为 B 点对于 K 系而言，是对着向它发出的信号移 
动，而(7点则背离（由4向 C 发出的）信❾移动，所以在 K 系中，信号到达 
B 点要比到达 C 7 点为早. 

因此，爱因斯坦的相对性原理使基本物理概念发 t 了极深刻的和根本的 
改变.由我们日常生活经验所导出的空间和时间的概念仅仅是近似的， W 为 
我们日常生活所遇到的速度，都比光速小得多. 

§2 间隔 

以后我们常常要用事件这一概念. 一 个事件是由其发生的地点及其发生 
的时间来描述的.因此，在某一实物粒子上所发生的事件可由粒子的三个坐 
标及事件发生的时间来决定. 

为表述便利起见，使用一个假想的四维空间往往是很实用的.在这个四 
维空间的四个轴中，三个用来刻幽位置坐标，一个用来标示时间.在这个空 
间内，事件可用点来表示，这个点称为世 界点. 在这个假想的四维空间内，每 
一个粒子都对应于一条线，称为世 界线. 这条线上的各点决定 T 粒子在所有 
时刻的坐标.很容易证明，与一个作匀速直线运动的粒子相对应的世界线是 
一 *条直线. 

现在我们用数学形式来表示光速不变原理.为此，我们考虑两个彼此以 
恒定速度作相对运动的参考系 K 及这时我们选择: r 轴与 rr ' 轴重合，而 
y 和 2 轴则分别与?/和 V 轴平行，并以 f 和 〆 分別表示在 K 和参考系内 
的时间. 

设第 一 个事件是：在系内的〖1时刻从具有坐标 ， 2/1 ， 2 i ( 在同 一 参 
考系中）的点送出一个以光速传播的信号.我们就在 K 系内观察这个信号的 
传播.再设第二个事 件是： 信 号在匕 时刻到达点 町 ， m ， z 2 . 信号传播的速度 
既然是 c ， 所以它所经过的距离就是 c (< 2 _ h ). 另一方面，这同一个距离又等 
于 [(X2 - X X ] 2 + (2/2 - yi) 2 + (Z2 - Zl) 2 ] 1/2 . 因此，我们可以写出尺系内两个事 
件的坐标的 关系： 

( X 2 一工 I ) 2 十 （ 2/2 — 2/1 ) 2 + ( 2 2 ~ z \) 2 ~ C 2 ( t 2 — ti ) 2 = 0 . ( 2 . 1 ) 

同样两个事件，即该信号的传播，也可以在系内 观察： 

设第一个事件在内的坐标为： ci ，2/ i ， 4，而第二个事件则为 

%，竓.按照光速不变原理，信号传播的速度在系内与在 K 系 


§2 间 隔 
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内相同，所以我们得到与 （2.1) 式相似的方程 

{ x 2 ~ x i ) 2 + (2/2 ~ 2/1) 2 + ( z 2 一 4) 2 — c 2 ( 竓一 〆 I ) 2 = 0. (2.2) 

假如 Xi , l/ lt Zi , ti 及 X 2 , 2/2 ， 2 2 ，是任何两个事件的坐标，则 

«12 = [ C 2 (亡2 _ ^1) 2 - (工2 一工 I ) 2 — （2/2 — y \) 2 — (^2 — A ) 2 ] 1 / 2 (2.3) 

称为这两个事件的 间隔. 

闵此，由光速不变原理，我们可以断定，假如两个事件的间隔在某一个 
坐标系内为零，那么，它在所有其他坐标系内均为零. 

如果两个事件彼此无限地接近，那么，其间隔 ds 将满足下面的 方程： 

ds 2 = c 2 dt 2 — dx 2 — dy 2 — dz 2 . (2.4) 

从数学形式上看，表达式 （2.3) 和 （2.4) 容许我们把该间隔设想为四维 
空间内两点之间的距离（该空间的4个轴以 x , y,z 和积 d 标记）.但是，构 
成这个量的法则与普通儿何的法则之间有一个根本 区別： 在构成间隔的平方 
时，沿不同轴的坐标差平方是以相异而非相同的运算符号求和的 .® 

上面已经证明，如果在某一惯性系内如= 0,则在任一其他惯性系内也 
有 els '= 0. 此外， d . s 与 d / 为同阶的两个无穷小量.由以上两个情况可以得 
出结论， ds 2 与 ds ^ 2 彼此必须成 比例： 

ds 2 = ads ’ 2 ， 


而且其中系数 a 仅与两个惯性系的相对速度的绝对值有关.系数 a 不可能与 
坐标或时间有关系，否则，空间的不同点及时间的不同时刻就不等价了，这 
是与时间及空间的均匀性相矛盾的.系数 a 也不可能与惯性系的相对速度的 
方向有关，因为这就与空间的各向同性的性质相矛盾了. 

考虑三个参考系尺， K lt K 2 , 令％和 V 2 为和 / V ： 2 相对于尺的速度， 

则我 们有： 

ds 2 = a ( Vi ) dsi ， ds 2 = a ( V2 ) ds |. 


类似地，我们可以写出 

ds \ = a ( Vi 2 )ds 赛， 


式中 Vx 2 是相对于速度的绝对值.相互比较这些关系之后，我们发现 


必须有 


a(V 2 ) 


= a(Vi 2 ). 


(2.5) 


①二次式 （2.4) 所描述的四维几何，是 H . 闵可夫斯基为相对论而引人的.这种几何称为伪 
欧几里得几何，以区別于普通的欧几里得几何. 
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但是， VV 2 不仅依赖于矢量％和 V 2 的绝对值，而且依赖于它们之间的夹角. 
不过，这个角在 （2.5) 式左边并未出现. 因此敁 而易见，这个公式只有当函数 
a ( V ) 为一常数时才成立，根据同一公式，该常数应等于 1. 

因此， 

ds 2 = ds^ 2 , (2.6) 

再从无限小间隔的相等得出有限间隔的相等 ： s = 〆 . 

因此，我们得到一个很重要的 结论： 两个事件的间隔在所有惯性参考系 
里都是一样的，即当由一个惯性参考系变换到任何其他惯性参考系时，它是 
不变的.这个不变性就是光速不变的数学表示. 

再次假设:仍， q ， h 及 x 2 , 2/ 2 , 2 2 ,匕是在某一个参考系 A ： 内的两个 
事件的坐标.我们要问，是否有一个参考系 A " 存在，在其中这两个事件在同 
一 空间点发生？ 

我们采用下面的 符号： 

亡 2 — 亡 1 = 亡 12 ,( 工 2 — 工 1) 2 + ( 2/2 — 3/1 ) 2 4- (Z2 — Z\) 2 — li2- 

于是，在 A ： 系内，两个事件之间的间 隔是： 

S \ 2 = C 2 t 2 l2 - /? 2 , 

而在 A ：/ 系内则是 

S ?2 = C 2 t \\ - 


并且因为间隔的不变性，所以 

c2t 12 ~ l 12 = c2t 12 - 1 12 - 

我们要求两个事件在系中的同一点发生，即要求 1? 2 = 0. 这时 

s \ 2 = c 2 t \ 2 - l \ 2 = C 2 t ^ 2 > 0. 

因之，如果# 2 >0,即如果两个事件的间隔是实数的话，则具有我们所要求 
特性的参考系是存在的.实数间隔称为类时间隔. 

因此，若两个事件的间隔是类时的，那么就有这样一个参考系存在，在 
其中两个事件发生于同一地点.在这个系统内，这两个事件的时间间隔等于 

<12 = \ \! C 2 * 12 - 1 \2 = ( 2 . 7 ) 


若任何两个事件在同一物体上发生，那么，它们的间隔将永为类时的. 
事实上，因为物体运动的速度不可能大于 C , 所以在两个事件之间，物体所行 
走的距离不可能大于沒 12 ,因此我们永远有 

< 技12. 

现在我们再问，能否找到一个参考系，在其中这两个事件会同时发生? 
同上面一样，我们在 K RK ， 两个参考系中有 C 2 ^ _/2 2 = c 2^2 _ ^2我们要 

求 <2=0,从而 

S 〒2 = - 格 < 0. 

W 之，仅当两个事件的间隔 S 12 是虚数的情况下，我们才可以找到所要求的 
参考系.虚数间隔称为类空 间隔. 

因此，若两个事件的间隔是类空的，那么就有一个参考系存在，在其中， 
两个事件同时发生.在这个参考系中发生这两个事件的两点间的距离等于 

彳2 = = is 12 - (2-8) 

由于间隔的不变性，将其分为类空间隔及类时间隔具有绝对的意义.这 
就是说，一个间隔的类空性或类时性与参考系无关. 

取某一个事件 O 作为时间及空间坐标的原点.换句话说，其轴 h 标有 
x ， y ， z ， t 的四维坐标系中，事件 O 的世界点就是坐标系的原点.现在我们来 
研究所有其他事件对于本事件 O 的关系.为了便于作图说明，我们只考虑一 
维空间与时间，并将它们取在图2的两个轴上.一个当 f = 0时经过 2 T = 0 点 
的粒子的匀速直线运动，可以用一条自:线来表示，这条直线经过 o 点，与 f 
轴成一角，此角的正切等于粒子的速度.因为最大可能的速度是 C ， 所以这条 
克线与 f 轴所成之角也有一个 M 大值 . m 2中有两条直线，代表两个信号经 
过事件 0( 即$ i = () 时经过 : r = 0) (以光速）向相反两个方向的传播.所有 
代表粒子运动的紅线只能在 aOc 及两个区域内.显然，在直 线肋及 erf 
上， a : = ± ct . 我们先研究世界点在 aOc 区域内的那些事件.很容易理解，在这 
个区域内的所有的点 ， C 2 f 2 - x 2 >0. 换句话说，在这个区域内的任何事件与 
O 事件的间隔是类时的.在这个区域内 （> 0,即其中所有的事件都发生在 O 
事件之“后”.但是两个事件若被类时间隔所分开，无论在哪一个参考系内都 
不可能同时发生.可见，不可能找到一个参考系，其中 aOc 区域的任何事件 
会在事件 O 之“前”发生，即在（<0时发生.因此，在 aOc 区域内的所有事 
件对 O 来说在任何参考系中都是未来的事件.所以，这个区域对事件 O 来说 
可称为绝对 未来. 
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图 2 


完全类似地，所有在区域内的事件对 o 来说都是绝对过去，即本 
区域内的事件，无论在任何参考系中都在 o 事件前发生. 

最后，再研究 dOa R C-Ob 两个区域.本区域内的任何事件与 O 事件的间 
隔都是类空的.这些事件在任何参考系中发生在空间里的不同点.因此，这些 
区域对于 O 来说都可称为绝对分隔.但是，关于这些事件的“同时”、“较早” 
及“较晚”等概念都是相对的.对这些区域内的任何事件来说，在一些参考系 
中，此事件在 O 事件后 发生； 在另一些参考系中，此事件在 O 事件前 发生； 
最后也有一个参考系存在，在其中此事件与 O 事件同时发生. 

我们要注意，如果考虑所有三个空间坐标轴，而不只考虑一个空间坐标 
轴，耶么，代替图2中的两条相交的线，在四维空间坐标系《内，我们 
将有 一 个“圆锥体” a : 2 + y 2 + 2 2 - c 2 ( 2 = 0，圆锥体的轴与 i 轴重合（这个_ 
锥体称为光锥）.这时，绝对未来与绝对过去就由锥体的两个内区域来代表. 

两个事件仅仅在其间隔是类时间隔的情况下，彼此才能有因果 关系； 这 
可由相互作用的传播速度不能大于光速这一事实直接推出来.如我们刚才已 
经看到的，正是对这些事件来说，“较早”与“较晚”等概念才有绝对意义，而 
这一点又是使因果槪念具有意义的必要条件. 

§3固有时 

假设我们在某一个惯性参考系内观察一只钟，这只钟相对于我们可作任 
意形式的运动.在各个不同的时刻，该钟的运动可以认为是匀速的.因此，在 
每一时刻，我们可以引人一个固联于运动钟上的坐标系，这个坐标系（和该 
钟在一起）也是一个惯性参考系. 

在无限小的时间间隔出内（根据我们静止系内钟的读数），运动的钟 
所行进的距离是 x / d 工 2 + dy 2 + d ^. 我们要问，这段时间运动的钟所指示 



的时间间隔 d〆 又如何？在与运动的钟固联的坐标系内，钟是静止的，即 
ay = cV = d / = o , 因为间隔是不变的，所以 


ds 2 = c 2 dt 2 — dx 2 — dy 2 — dz 2 = c 2 df ’ 2 , 


由此可得 

但是 


df’ = d^\ / 1 — 


dx 2 + d ^ 2 + dz 2 
c 2 dt 2 


dx 2 -f dy 2 + dz 2 2 
- = 

d 亡 2 


其中 t ； 为运动的钟的 速度； 所以 



(3.1) 


将上式积分，我们可以得到，当静止的钟所行走的时间为时，运动的 
钟所指示的时间间隔是 





随着某一给定物体一同运动的钟所指示的时间，称为该物体的固 有时. 
公式 （3.1) 及 （3.2) 是将固有时通过观察运动的参考系的时间表示出来. 

由 （3.1) 及 （3.2) 可见，一个运动物体的闶有时永远较在静止系内相对 
应的时间间隔为小.换句话说，运动的钟较静止的钟走得慢些. 

假设有一只钟相对于某一惯性参考系作匀速直线运动.一个同这只钟 
固联着的参考系也是惯性系.从 K 系内的观察者来看，系内的钟走慢 
了.反过来说，从 W 系内的观察者来看，尺系内的钟走慢了.为了使我们相 
信这是不矛盾的，可以注意下面的事实，为了确定 V 系内的钟比 K 系内的 
钟慢，我们必须按下述方法去做.假设在某一时刻，内的那只钟经过 K 内 
的一只钟的旁边，而在这一时刻，两只钟所指示的时间恰好一样.为了比较 
K 及 K ， 内钟的快慢，我们必须再次将 / C ' 内同一只动钟的读数与内的钟 
的读数作比较.但是在新的时刻，内的钟将从 K 内的另一些钟旁边经过, 
现在我们就将运动的钟与那些钟比较.这时我们发现内的钟比借以比较 
的 K 内的钟走得慢.由此可见，为了比较两个参考系内的钟的快慢，我们需 
要在一个参考系内有几只钟，而在另一个参考系内有一只钟.因此这种过程 
对这两个参考系来说，并不是对称的.与另一参考系内不同的一些钟相比较 
的那一只钟总是走得慢的钟. 
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假设我们有两只钟，其中之一描绘一闭合路径，乂回到出发点（即静止 
的钟所在之点），显然运动的钟慢了（与静止的钟相比）.相反，若设想运动 
的钟静止（而静止的钟运动），就不能做上面的推论了，因为那只钟既然描绘 
了一条闭合曲线，它的运动就不是匀速直线运动，因而与之相连的参考系就 
不是惯性系. 

因为自然定律只有在不同的惯性系内才是一样的，与静止的钟相连的系 
统（惯性系）及与运动的钟相连的系统（非惯性系）具有不同的特性， 阂而导 
致静止的钟应当变慢这个结论的论证就不对了. 

一只钟所指示的时间间隔，等于沿着钟的世界线而取的积分 s Jd s . 假 

如钟是静止的，则显然它的世界线是一条与 《轴 平行的 直线； 假如钟在闭合 

路径上作非匀速运动而且又回到出发点，那么，它的世界线就是一条曲线， 
这条曲线经过静止钟的直的世界线的两点，这两点对应运动的起点及终点. 
另一方面，我们看到，静止钟所指示的时间间隔永远较运动钟所指示的为大. 
因此，我们得到一个结论，在两个世界点间所取的积分 / ds , 如果是沿着连 

接这两点的直的世界线进行则有最大值 


§4洛伦兹变换 

我们现在的目的是要找出从一个惯性系到另一个惯性系的变换公式，根 
据这个公式，当某一个事件在尺系内的坐标 or , y . 2, < 为已知时，就可以找 
到同一事件在另一个惯性系内的坐标 x\y\z\t\ 

在经典力学中，这个问题可以很简单地解决.由于时间的绝对性，我们 
有 f = 6其次，假若坐标轴的取法和通常一样（即: r ， 〆 两轴重合，2/，2分别 
与 〆 ， 〆 轴平行，运动是沿着 X , 〆 轴），那么很明显，2/, 2就等于2/， 〆 ，而 
2：与 〆 则相差一个距离，即一个坐标系相对于另一坐标系所走的距离.假如 
两个坐标系重合的时刻被取为时间的原点，并假设系对于 K 系的相对运 
动的速度为那么，这个距离就是所以， 

x = x f + Vtj y = y ’ ， z — z\ t = t\ (4.1) 

这些公式称为伽利略变换.很容易证明，这个变换式，如我们所预料的一样， 
不能满足相对论的 要求； 这个变换式不能使事件与事件之间的间隔不变. 
我们将从事件之间间隔不变的要求出发，推出相对论的变换公式. 

①$然，僱假设《及6两点和连接它们的曲线满足如下要求:沿该曲线的所有线元心邡 
是类时的.积分的这个性质同四维几何的伪欧几里得特性柯关. 在欧 几里得空间中.这个积分沿 
直线当然取 M 小值. 


正如在 §2 里所看到的，二事件间的间隔可以认为是在四维空间内的相 
对应的两个世界点间的距离.因此我们可以说，所要求的变换，必须使在四 
维空间 X , 2/, 2, Ct 内的所有距离不变.但是这些变换仅仅包含坐标系的平移 
与转动.其中，我们对于坐标轴相对于自己作的平移并无兴趣，闵为这不过是 
将空间坐标的原点移动一下，并将时间的参考点改变一下而已.所以，所要 
求的变换，在数学上应当表示为四维坐标系 z ， y ， ci 的转动. 

四维空间内的一切转动可以分解为六个分别在六个平面： H /， zy ， rz , 
tx ， ty , tz 内的转动（正如在三维空间内的一切转动可以分解为三个分别在 
xy ， yz ， k 三个平面内的转动一样）.其中，前三个转动仅仅变换空间坐标， 
它们对应通常的空间转动. 

我们研究在 k 平面内的转动，这时2/与2坐标是不变的.具体地说，这 
个变换必须使差值 （ ct ) 2 - a : 2 , 即点 ( ct , x ) 到原点“距离”的平方保持不变.新 
旧坐标的关系最一般地由以下二式 决定： 

x — x ' cosh ip ct ' sink xJj , ct = x l siiih ip -{■ ct f cosh ip , (4.2) 

式中分为转 动角； 简单验算表明，实际上有 C 2 t 2 - x 2 = c 2 t ，2 - x ,2 . (4.2) 式 
与坐标轴转动变换的通常公式不同之处在于，后者中的三角函数换成了双曲 
函数.这就是伪欧儿里得几何与欧几里得儿何的差别. 

我们现在要找出由一个惯性参考系 K 到另外一个惯性系的变换公 
式， A " 以速度 V 沿 re 轴对 K 作相对运动.在此情况下，显然只有空间坐标 x 
与时间 f 发生变化.所以这个变换必须有 （4.2) 的形式.现在只剩下决定转动 
角矽的问题，分仅与相对速度 V 有关 

我们来研究参考系广的原点在 K 内的运动. 这时 〆 = 0,而公式 （4.2) 
可写成 

x = ct f sinh 矽， ct = ct ’ cosh xp , 

相除可得 

x 

—= tanh 0* 
ct ^ 

但 x /« 显然是 A ：' 对 AT 的速度 V . 因此， 

t v 

tanh^ = — • 

c 

①注总，为了避免#混，以后永远用 K 衣示两个惯性系相对运动的佾定速度，川 r 表示粒 
子运动的速度， v 并不必须为常数. 
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由此得 


代入 ( 4 . 2 ), m ： 




x f + Vt 1 



戸， 



z = 


+ 






v 2 


(4.3) 


这就是所要求的变换公式.它们被称为洛伦兹变换，是今后讨论的基础. 

用3：，2/，2，纟来表示 〆 ， 〆 ， 〆 ， 〆 的逆公式只需以代替 K 便得（因为 
K 系以速度- V 相对 V 运动）.这些公式也可直接求解方程式 (4.3) 得到. 

由 （4.3) 式易见，取 c — oo 的经典力学极限，洛伦兹变换事实上就过渡 
到伽利略变换了. 

当 V > c 时， （4.3) 式中的: r , f 变成 虚数； 这与运动速度不可能大于光速 
的事实符合.此外，我们也不可以用以光速运动的参考系，因为在这种情形 
下 ，（4.3) 式的分母将为零. 

当 K 比光速小很多时，我们可以用下面的近似公式代替 （4.3) : 

y 

x = x 1 -\- Vt \ y = y f , z = z \ t = t r -{■ - yx f . (4.4) 

假设在 K 系内有一根平行于: r 轴的静止杆.假定它在 K 系内测定的长 
度为 Aa : = x 2 -: n ( x 2 及&为杆两端在尺系内的坐标）.我们现在来求此 
杆在系内的长度.为此目的，我们需要在同一时刻 〆 找出杆两端在 W 内 
的坐标％及: ri . 由 （4.3) 我们得到 


工1 


x \ + Vt ! 



X2 


4 + VV 


杆在内的长度是4 ;由3：2减去 Xi ，得 


Ax = 




V 1 ^ 


V 2 


杆的固有长度是它在相对它静止的参考系内的长度.以/ 0 = r 代表这 
个固有长度 ，以/ 代表它在任何其他参考系 W 内的长度.那么， 




(4.5) 



§5 速度的变换 
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因此，一根杆在它是静止的那个参考系内 最长.在 它是以速度 V 运动的 

那个参考系内，它的长度就要减少一个因子 ^ i - 相对论的这个结果称 

为洛伦兹收缩. 

因为物体的横向尺度（如宽及高）都不因运动而变，所以它的体积 y 也 
按照相似的公式收缩，即 _ 

r = (4.6) 

其中％代表物体的固有体积. 

由洛伦兹变换，还可以得到我们已经知道的有关固有时 (§3) 的结果.假 
设在系内有一只静止的钟.我们假定有两个事件发生在内同一空间点 
x\y\ z\ 在内这两事件之间的时间为现在我们要找出，在 
K 系内，同样的两事件之间的时间 △«. 由 （4.3) 得 


ti 




r~ 


C 2 


h 


w 




相减则得 

A M 

- ===, 

♦ - 7 

这 一 公式与公式 (3.1) 完全符合. 

最后，我们再谈谈洛伦兹变换有別于伽利略变换的另一个一般性质.后 
者具有可对易性，即接连两次伽利略变换（具有不同速度 Vi 和 V 2 ) 的联合 
结果与施行变换的顺序无关.另一方面，接连两次洛伦兹变换的结果一般却 
依赖于它们的顺序.这一点已经可以从我们将这些变换公式描述为四维坐标 
系的转动而纯数学地看 出来： 我们知道，两次转动（绕不同轴）的结果依赖 
于施行它们的顺序.唯一的例外是矢量 Vi 和 V 2 平行的变换情况（这等价于 
四维坐标系绕相同轴的两次转动）. 


§5速度的变换 

在上节中，我们求得一些公式，用这些公式，我们能够从一个事件在一 
个参考系内的坐标找出同一事件在第二个参考系内的坐标.现在我们要求出 
公式，用以表示一个实物粒子在一个参考系内的速度与其在第二个参考系内 
的速度之间的关系. 

我们再一次假定系相对于 K 系以速度 K 沿 x 轴运动.设〜=如/出 
为粒子在系统内的速度的分量，而 vizdY / d〆 为同一粒子在系统内 
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的速度的分量.由（4.3)，得 


dx = , dy = dy \ dz = dz \ dt 




c 2 


V 

d〆 + — dx r 

W 

c 2 


f 1 


用第四个方程除前三个并引入速度 


dr 

石， 


dr ， 

df 7 


则得 


v x 


+ V 




v v 


v 1 - 


V 2 

1 




V z 


i 


X ! 

c 2 


+ 


V 


(5.1) 



这些公式就决定了速度的变换.它们是相对论里的速度合成法则.在极限情形 
下，即 c — oo 时，它们就变为经典力学里的 公式： 


Vx — ~~ %/， = V: • 


在粒子沿: r 轴运动的特殊情况下 ，心 = v ， ％ = 0. 那么， 

0, < = i /, 并且 


V 


1 + 1/ 


V - 


(5.2) 


很容易证明，如果两个速度各小于或等于光速，其合成速度，根据这个 
公式，也不会大于光速. 

假如速度 K 比光速 C 小很多 （1； 可以是任意的），我们将近似地（精确到 
F / c 的项)得到 



V z = 


< 一 « 


V 
孑 • 


这3个公式可以简写成一个矢 M 公式 




t/ +V- 




(5.3) 


我们可以指出，在相对论的速度合成公式 （5.1) 中，相加的两个速度1/ 
和 V 是以不对称的方式引入的（倘若它们不都沿: r 轴指向的话）.这个事实 
同洛伦兹变换的非对易性有关，我们将在下节提到. 

让我们这样来选择坐标轴，使粒子的速度在给定时刻是在平面内. 
这时粒子在 K 系内的速度分量是 W = vcosO , Vy = v sin 6 f 而在内则为 


v r x = v f cos 0 f , Vy = v r sin 6 r ( v ， v f 为速度在 AT 及内的绝对值； 0 ， V 为速度 
与 : r 轴及^轴所夹之角）.用 （5.1) 式，我们就得到 


tan 沒 


I 

V ， \J l --^2 S[ne， 

t / cos 6 f + V 


(5.4) 


这个公式决定了速度的方向从一个参考系变换到另一个参考系时的改 
变. 

让我们来详尽地研究这个公式的一个重要特例，即光由一个参考系变换 
到另一个参考系时的偏差，即所谓 光行差 现象.在这种情形下 u = = C ，因 

而 (5.4) 式化为 _ 

i _ f\ V C nf /c e\ 


tan6 > 


sin 6 f . 


(5.5) 


+ cos 0 1 


由同一变换公式 （5.1)， 用相似的方法，很容易得到 


sin 汐 =- y —— : —— sin 9\ 

1 H - cos 6 9 

c 


cos 6 


cos 6 f H - 

'： -B' 

IT 

l H - cos 分 

c 


(5.6) 


如果 F 《 c , 由 （5.6) 式我们可以得到精确到数量级为 K / c 项的公式如 


下: 


sin 沒一 sin 6 f = - sin 6 f cos 6 9 . 

c 


若弓\人厶0 = 0，一0( 光行差角），我们就得到同级的近似公式 


A 6 = — sin 0\ 
c 


(5.7) 


这就是著名的光行差的基本公式. 

§6四维矢量 

一 个事件的坐标 Kx ,2/,2) 可以看成四维空间中一个四维径向矢量的分 
量.我们将把它的分量记为这里指标 i 取值0,1,2,3,而且 

x ° = ct y x 1 = x , x 2 = y y x 3 = z . 


该径向四维矢量“长度”的平方由下式给出 


(x°) 2 -(^) 2 -(a： 2 ) 2 -(® 3 ) 2 . 
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它在四维坐标系的任意转动下不变，特別是，它在洛伦兹变换下不变. 

更一般地，如果4个 M A °, A \ A 2 , A 3 % 在四维坐标系的变换下像四维径 
向矢敁的分 M W 那样变换，我们就将这4个 tt 的集合称为四维矢量在 
洛伦兹变换下， 


A° = 


A /0 + - A fl 



+ - A /0 
A 1 = ■■一 二 c : 

V 2 




( 6 . 1 ) 


与四维径向矢量的平方类似，任一四维矢量数值的平方定 义为: 

# 


( A 0 ) 2 - ( A 1 ) 2 - ( A 2 ) 2 - ( A 3 ) 2 . 


为表示方便起见，我们引入四维矢 W 分显的两种“类型”，用带上标和下标的 
符号 A 和人 来标记它们.两者之间的关系是 


Aq = i4°, Ai = —A ] , A 2 = —A 2 y A 3 = —A 3 . (6.2) 

量 A 称为四维矢量的逆变分量，次称为协变分量.四维矢 M 的平方则取形 
式 

3 

^2 AiA i = A ° A o + 力 1 火 1 + A 2 A 2 + A 3 A 3 . 

i=0 

人们通常略去求和号，将这样的求和简单记为也就是约定遍历所 
有重复指标求和，而把求和号省去.每对指标中必须一个为上标，另一个为 
下标.这种遍历“傀”指标求和的约定非常方便，可大大简化公式的书写. 
我们将用拉丁字母 i ， k 丄… 表示四维指标，取值0,1,2, 3. 

与四维矢的平方类比，我们可以构造两个不同四维矢量的 标积： 


A { Bi = A 0 B 0 ^A l B x + A 2 B 2 + A 3 B 3 . 

显然，这既可以写为 A 氏， 也可以写为 A , B l ,结果相同.我们一般可以交换 
任何一对傀指标中的上标和下标 ®. 

积 A ^ Bi 是一个四维标量 它在四维坐标系的转动下是不变的.这一 
点很容易直接验证 ®， 但也可从所有四维矢 M 都按相同法则变换的事实预先 

① 现代文献中常常省略四维矢 M 的指标，将它们的平方与标积写为/ I 2 和在本教程中 
我们将不用这些符号. 

② 应当记得，以协变分捃表示的四维矢 tt 变换法则（在正负号上）不同于以逆变分表示 

的同一法则.因此，代替 (6.1), 我 们有： 

V V 

A o ~ A \ ~ , , 

Ao = - - =r t A\ = — ■ =~ > A2 = ^21 ^3 = ^3 - 

/ \r / W 


看出（与平方 W 次类 比）. 

分量 f 称为四维矢量的时间分量， A 1 M 2 ,>1 3 称为四维矢 fi 的空间分 
量（与四维径向矢量类比）.四维矢量的平方可以为正、负 或零； 这样的矢景 
分别称为类时矢置、类空矢置和类光矢量（类似于对间隔所用的术语 ） 

在纯空间转动（即不影响时间轴的变换）下，四维矢量 A 的三个空间分 
量构成一个三维矢量 a 该四维矢设的时间分 jy ： (在这些变换下）是一个三 
维标量.为了列举四维矢量的分量，我们常将其写为 

= (A 0 , A). 

同一四维矢量的协变分量为次 = A ). 该四维矢量的平方是= 

(A 0 ) 2 - A 2 . 因此，对于四维径向 矢量： 

x 1 = ( ct , r ), Xi = ( ct , — r ), x l Xi = c 2 t 2 — r 2 . 

对于三维矢 tt (带坐标： r ，2/，2)， 没有必要区分逆变和协变分量.只要能够 
做到这一点而不致引起混淆，我们将用希腊字母作为下标把这些分馱记为 
^ q (q = x , y , z ). 特别是我们将假设对 于任何 重复指标遍历求和（例 
如 ， A • B ) • 

二 阶四维 张量是16个设的集合，它在坐标变换下像两个四维矢 M 
分量的积那样变换.我们可以类似地定义 更高阶 的四维张量. 

一个二阶张量的分量可以写为三种 形式： 协变的 ^ t/b , 逆变的和混 
合的（这里，在后一种情形下，应当区分和息即应当仔细搞清楚 
两个指标中哪一个是上标，哪一个是下标）.不同类型分量之间的联系由以 
下通则 决定： 升或降一个空间指标（1，2,3)改变分量的正负号，而升或降时 
间指标 （0) 则不变号. 因此： 

v4 00 = 火 0 ()， A 0 i = -A 01 , An = A n -- , 

A° 0 = A 00 r Ao 1 = A°\ A 0 Y = -A°\ A 1 1 = -A n r ^ 

在纯空间变换下 ，9 个量构成一个三维张量.三个分量 
^01^02^03 和三 个分量^0 , 火 ' fO 构成三维矢量，而分量 A 00 是一个三维 

标量 . 

如果= A k \ 张量称为对 称的； 如果= -A k \ 则称 反对称 
的 . 在反对称张銳中，所有对角分量（即分量 A °°, A n r -) 都是零，因为，例 
如，我们必须有= - A 00 . 对于一个对称张量混合分量 Wjt 和 


①类光 矢佾也 称各向同性矢 M . 
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显然 重合； 在这样的情形下，我们把一个指标置于另一个上方，简单地记为 

在每个张 M 方程中，等号两边所含的自由指标（区别于傀指标）必须字 
母相同且位置相同（即上或下）.张量方程中的 A 由指标可以上移或下移，但 
必须对方程中所有的项同时进行.让不同张量的协变和逆变分量相等是“非 
法 的”； 这样的方程即便碰巧在特定参考系中成立，在变换到另一个参考系 
时也会失效. 

通过对张量的分景求和可以形成一个标量 

A i i = 0 + A 1 1 + j 2 2 + A 3 3 


(当然，这里 = 这个和称为张置的迹，求得它的运算称为 缩并. 

前面讨论的两个四维矢 tt 的标积的形成就是一个缩并 运算： 它是从张量 
形成标缩并任何一对指标一般会使张 M 的阶减去 2. 例如， 

是一个二阶张量，是一个四维矢量， ☆ 是一个标 M ,等等 • 


单位四维张 M 私满足如下 条件： 对于任意四维矢 


A \ 


S ^ A j = A k . 


(6.3) 


这个张量的分毋显然是 



当 i = A :， 
当 i # fc. 


(6.4) 


它的迹是街= 4. 

通过在矽中升一个指标或降另一个指标，我们可以得到逆变张或 
协变张最 ga , 称之为度规 张置. 张量和 gi / t 具有相同的分量，可以写成 


矩阵: 


1 

( g tk ) = ( Sik ) =: 

0 


0 0 

-1 0 

0 -1 
0 0 



(6.5) 


(指标 i 标记行， fc 标记列，顺序为0，1，2,3).显然有 


g ik A k = g ik A k = (6.6) 


两个四维矢量的标积因而可以写成形式: 


A i A i =g ik A t A k =g lk AiA k . 


( 6 . 7 ) 


张量 4 ， gi / t 和 的特别之处在于，它们的分 W 在所有坐标系中都相同. 
四阶的全反 对称单位张量 e iklm 具有同样性质.这个张量的分量在交换任一 
对指标时变号，其非零分量为士 1. 从反对称性可知，有两个指标相同的所有 
分设均 为零，所以，仅有的非零分最是那些所冇4个指标都不同者.我们令 


e 0123 = +1 


( 6 - 8 ) 


(所以， e 0 i 23 = -1) • 于是，所有其他的非零分量 e iklm 等于+1 或一 1，依 
<4,/，爪这儿个数能经偶数还是奇数次换位排成0,1，2,3而定.这样的分量数 
是4! = 24. 所以， 

e iklm e ik i m = -24. (6.9) 

对于坐标系的转动而言，诸 阽的特 性与张■分逯的特性相同，但是 
如果我们改变1个或3个坐标的正负号，分 Me 〜 m 并不改变，因为按定义 
它们在所有坐标系中都相同，而张量的分最在这种情况下是应当变号的.所 
以，严格地说，并不是张量，而是一个赝张量.任意阶的赝张量，特別 
是赝标 M ， 在所有的坐标变换下都具有 张最的 性质，只有那些不能归结为转 
动的变换，即反射（不能归结为转动的坐标正负号改变）是例外. 

乘积 e Wm eP 〃 f 构成一个 8 阶四维张量，它是一个真正的张坫，通过缩并 
一对或多对指标可以得到6阶，4阶和2阶张量.所有这些张量在所有坐标系 
中具有相同的形式.所以，它们的分设必须表示为单位张量和（其分量在所 
有坐标系中都相同的唯一真张量）分乘积的组合.从指标排列必须具有的 
对称性出发，这些组合是不难求得的®. 

如果是一个反对称张量，则张量和赝张 M = (l/2)e iklnt A lm 
称为彼此 对偶 . 类似地，是一个与矢玷 A 对偶的三阶反对称赝张量. 
对偶张量的乘积显然是一个赝标 

①我们给出下列公式以备 参考： 

K si si si 

ifclm __ ^ 

d - 6 - 5- 6 r 

e iklm e prlm = - e iklm e pklm = -65；. 

这些公式中的幣体系数可以用 （6.9) 式给出的完全缩汴的结果来核对 • 

由这些公式我们得出如下 结果： 

e prat AipAkrAlsAmt = —-A^iklmf e * fc, m e pr ' ，f A ip j4fc r -A/a = 24A, 

式中 4 是由 i * 形成的行列式. 
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联系这里的讨论，我们来提一提三维矢量和张量的一些类似性质.三阶 
全反对称单位赝张 M 是这样一些量的集合，它们在任何一对指标换位 

时变号.在的分量中，只有那些具有3个不同指标者才不等于零.我们 
令 e iy2 = 1;其他的分量等于1或-1则依 a , ^,7这个序列能经偶数还是奇 
数次换位排成 x , y , z 的顺序而定 

乘积构成一个6 阶真三维张量，因而可以表示为单位三维张發 
6 a 0 分量乘积的组合 .® 

在坐标系的反射（即所有坐标变号）下，一个普通矢 M 也变号.这样的矢 
量称为极 矢量. 一个矢量若能写成两个极矢量的矢积，则其分量在反演下不 
变号.这样的矢量称为轴矢置. 一 个极矢量和一个轴矢量的标积并不是一个 
真标摄，而是一个赝 标量； 它在坐标反演下变号.轴矢量是赝矢量，对偶于某 
反对称张量.因此，如果 C = Ax 那么 

Cot = 2 这里 = - A ^ B 卩. 

现在考虑四维张量.反对称张量的空间分量 （ i ， Av - = 1，2,3)对于纯 
空间变换构成一个三维反对称张 M ; 根据我们的论述，其分量可以用一个三 
维轴矢量的分量来表示.对于同样的变换，分 My 4 G1 ， v 4 G2 M G3 构成一个三维 
极矢 W :. 因此一个反对称四维张量可以写成 矩阵： 



( 6 . 10 ) 


这里，对于空间变换， p 和 a 分别为极矢 W 和轴矢 M . 在列出反对称四维张量 
的分量时，我们将它们写成形式 


A lk = (p,a); 

① 四维张 M e ikl 饥 的分域在四维坐标系的转动下不变.以及三维张的分 M 在空间 
轴的转动下不变的奉实，是如 F 普遍法则的特殊 情况： 任何阶数等于其定义空间维数的全反对 

称张量在该空间中坐标系的转动下是不变的. 

② 我们给出下面的公式以备参考： 


^Of X 




Sf3 h 


通过缩并该张 tt 的一对、两对和三对指标，我们得到 

癱 


~~ — i = 2(5 0 入 ， ~ 



同一张 M 的协变分 M 则为 


Aik — (_P ， a). 


最后，我们来考虑四维张 M 分析的某些微分和积分运算. 
标量 p 的四维梯度是四维矢量 



我们必须记住，这些导数是被看做该四维矢量的协变分量.事实上，该标量 
的微分 

dip = 

’ dx l 

也是一个标量.从它的形式（两个四维矢量的标积）看，我们的论断是显然的. 

一般说来，对于坐标 i 微分的算符 d / dx i 应当看成是该算符四维矢量 
的协变分 M . 因此，例如说，一个四 维矢缺 的散度是一个标设，表达式为 
dA ^ dx 1 ,其中我们是对逆变分量 W 进行微分的 

在三维空间中，可以沿体积，曲面或曲线进行积分.在四维空间中积分 


有四种 类型： 

1 . 沿四维空间中一条曲线的积分.积分元就是线元，即四维矢最 d /. 

2 . 沿四维空间中一个（二维）曲面的积分.我们知道，在三维空间中, 

由两个矢量 dr 和 d〆 构成的平行四边形的面积在坐标平面 x Q x 0 上的投影 
是- 类似地，在四维空间中，无限小面元由二阶反对称张 M 

df ik = dx ^ - dx k dx fi 给定，其分量为该面元在坐标平面上的投影.众所周 
知，在三维空间中，人们不用张量 d / a /? 而用与之对偶的矢 Md / a 来表示面 

元： d /„ = | ec ^ 7 d /；3 7 . 在几何上，这是一个与面元垂直的矢量，其绝对值等 

①如果我们对于“协变坐标” ^进行微分，则导数 

a 屮 ik dip f l dip ^ \ 

构成一个四维矢 M 的逆变分 M . 我们将只在特殊情形下采用这种形式 ( 例如，为了写出四维梯度 

的平方砮砮). 

注意.在文献中对于坐标的偏导数常用符号缩写 

9* = /-, a, = ^r. 

dXi dx x 


以这种形式15写微分算符时，由它们构成的讨的协变或逆变性质是一目了然的.另一种书写异 
数的缩写符号也有同样的优点，即在指标前面放一 逗号： 



d(fi 

4 = ■■ ■ 

dx i 
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于面元的面积.在四维空间中，我们不能构造这样的矢设，但可以构造与张量 
d / ik 对偶的张量 dr iA? ， 

df* ik = \ e ikhn df lm . (6.11) 

在几何上，它描述这样一个面元，这个面元等于并“垂莨”于面元 df ik ; 
其内的所有线段均正交于面元 df ik 内的所有线段.显然有 df ik df： k = 0. 

3. 沿一个超曲面，即沿一个三维流形的积分.在三维空间中，由3个矢 
世张成的平行六面体的体积等于由这些矢量的分量构成的3阶行列式.类似 
地，可以得到由3个四维矢张成的平行六面体体积（即该超 
曲面的“面积”）的 投影； 它们由如下行列式给出 

dx i dx fi dx ;，i 

dS ikl = dx k dx ,k dx ,,k , 

dx l dx ,1 dx ,/l 

这构成一个 3 阶张 M , 对所有 3 个指标都是反对称的.像沿超曲面的积分元 
一样，使用与张量对偶的四维矢量更 方便： 

dS { = - le iklrn dS klm , dS klrn = e nklm dS n . (6.12) 

D 

这里 

dS ° = d 5 123 , dS 1 = d 5 023 , - - • 

在几何上，是一个四维矢傲，数值上等于超曲面元的“面积”，并与该面 
元垂直（即垂直于该超曲面元内的所有线段）.特別是 ， dW == drdyck ,这就 
是三维体积元 dK ， 即超曲面元在超平面: r Q = const 上的投影. 

4. 沿一个四维体积的 积分； 积分元是标量 

dl ? = = cdtdV . (6.13) 

这个积分元是一标 ffl : 四维空间一部分的体积在坐标系转动时 M 然是不变 
的.① 

类似三维矢 M 分析中的髙斯定理和斯托克斯定理，有些定理使我们能做 
四维积分的变换. 

© 在枳分变 M X 0 ^ 1 ,* 2 ^ 3 变换到变世 x '/ W ' x ' 3 时，积分元 dr ? 变为 Jdf 2 \ 这里 
dfi , = dx ^ dx ^ dx ^ dx ^ 3 

c ?( g '° f x^ y x a t x 3 ) 

S ( x° t x 1 , x 2 t x 3 ) 

足该变 换的雅 4 比行列式.对丁•形为，的线性变换，雅可比行列式 J 就是行列式 |«LI 
并且对于坐标系的转动等于1;这显示了 d /? 的不变性. 



沿一闭合超曲面的积分可以变换到沿包含在它里面的四维体积的积分， 
办法是用算符 




a ? 


(6.14) 


代替积分元 dS ,. 例如，对于矢量 W 的积分，我 们有： 




dA l 

dx { 


df2. 


(6.15) 


这个公式是高斯定理的推广. 

沿一个二维曲面的积分可以变换为‘‘包含”它的超曲面的积分，办法是 
用算符 


代替积分元 d / A . 例如，对于反对称张量的积分，我 们有: 


(6.16) 




f)A ik f)A ik \ 




(6.17) 


沿一条四维闭合曲线的积分可以通过 代换： 


dx 


df ki 


d 

dx k 


(6.18) 


变换为“包含”它的曲面的积分.因此，对于一个矢量的积分，我 们有： 


A{dx l 


df 




dx k 


u ，(造 


_dAi^\ 
dx k ) ’ 


(6.19) 


这是斯托克斯定理的推广. 


题 


1. 求一个对称四维张量的分量在洛伦兹变换 （6.1) 下的变换法则. 
解： 将该张量的分量看做两个四维矢量分量的乘枳，我们 得到： 


炉 0 


1 


j/oo + 2^^ 1 .pm) ， 
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A 11 


c 2 


A /U + 2 - A m 


V 2 


c 


c ? 


^22 _ 力’22， ^23 _ 乂’23， 乂 12 


1 f A fl2 + - A /02 ), 

c 




A Ql = 


c 2 


A m 1 1 + 


V 2 \ V 

jJ + 7 


V 


A ^ + L. A ni 
c 


A 02 




1 =(^2 + ^ 12)j 


c 2 


以及对于 i 4 33 , A 13 和乂 03 的类似公式 • 

2. 对反对称张量 4 i/e 求解同样的问题. 

解：因为坐标: r 2 和 x 3 不变，张量分量 A 23 就不变，而分量 Z 12 , A 13 和 
A 02 f A 03 像 a ; 1 和 x G —样 变换： 


A 23 = A ，23 , A 


12 


A ， 12 + - A f02 
c 


f - 


c 2 


A 


02 


A /02 + - A n2 
c 


f 1 


Z ! 

c 2 


类似地可得 A 13 , A 03 . 

对于 rr 0 :*: 1 平面内二维坐标系的转动（它就是我们正在考虑的变换），分 
量 力 01 = - A l 0 , A 00 = A n =0, 构成一个 2 阶反对称张量，阶数 2 等于空间维 
数.因此（见式 （ 6.9) 后第 2 个脚 注）， 这些分量在该变换下 不变： 


A 01 = . 

§7四维速度 

由普通的三维速度矢量，我们可以构造一个四维矢量. 一 个粒子的四维 
速度（四速度）是矢 tt 

•• dx l 


u 


ds 


(7.1) 


为了求出它的分 M , 我们应注意，根据（3.1)， 


ds = cdt 


\A - S’ 



§7 四维速度 
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其中 V 为粒子的普通三维速度.因此， 


da : 1 

ds 


dx 


v x 


cdt 




_2 


I ， 




C 




我们用同样的方法来求 u 2 , l / 3 , ti 4 , 结果我们得到: 


/ 


V 


v 


f 7 ?' 


c 


(7.2) 




应该注意，四维速度是一个无量纲 M . 

四维速度的分量并不彼此独立.注意到 ， dAdf 


ds 2 ，我们有 


Ui 


(7.3) 


所以，就几何意义言之，我们可以说， W 是与粒子世界线相切的一个四维单 
位矢量. 

与四维速度的定义类似，二阶导数 

{ d 2 x { du { 

Oil — — ■ ■■ 

ds 2 ds 

可以称为四维加速度.微分 （7.3) ，我们求得 


UiW 1 = 0^ (7-4) 

即四维速度矢量和四维加速度矢量是相互正交的. 

习 题 


确定相对论的勾加速运动，即在固有参考系中（每个时刻）加速度 ii ; 保 
持不变的直线运动. 

解: 在粒子速度 v = 0 的参考系中，四维加速度的分量 W = (0， iy / c 2 ,0,0) 
(这里 it ; 是普通三维加速度，指向沿 re 轴）.相对论不变的勾加速条件必须表 
达为四维标量（在固有参考系中与 X /； 2 —致）的常 数性： 


w l Wi = const 



在与之参照来观察运动的这个“固定”系中，写出的表达式，得到 


方程 
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对于 t = 0令 v = 0,我们得到 const = 0,所以 


wt 



再积分一次并对 t = 0 令 : c = 0， 我们得到： 



对于这些公式过渡到经典表达式 v = t/^,x = wt 2 / 2. 对于 wt oo , 
速度趋于恒定值 C . 

一 •个 勾加速粒子的固有时由如下积分给出 



当 * — oo 时，按照规律 -In — , 它比 t 增加慢得多 • 

W C 



J3£c. 

^4^ 1 *^P- 

相对论力学 


§8 最小作用量原理 

为了研究实物粒子的运动，我们将从最小作用量原理出发.大家知道， 
最小作用量原理 是说： 对于每一个力学体系，有一个叫做 作用量 的积分 S 
存在，这个积分对于实际运动有最小值，因此它的变分 6 S 为零.① 

为了决定对于一个自由实物粒子（一个不在任何外力影响下的粒子）的 
作用 M 积分，我们要注意这个积分必定与参考系的选择无关，这就是说，它 
必须对于洛伦兹变换保持不变.由此可知，它必定是一个标 II 函数.此外，很 
明显地，被积分的函数必须是一个一阶微分.但是对于一个自由粒子，我们 
所能造出的唯一的这 种标最 ，仅仅是间隔 ds ， 或 mis , 其中 a 是某一常数.这 
样一来，对于一个自由粒子，作用量积分必须取下面的 形式： 


S = — 


ds ， 


a 


6 


其中 


a 


表示沿着粒子在两个特定事件间的世界线的积分，这两个特定事件 

6 

是 


就是粒子在“时刻到达初位置和在 h 时刻到达末位置，也就是说， 


a 


6 


沿着两个世界点之间的世界线的 积分； 而 a 则为表征该粒子的一个常数.很 
容易看出，对所有粒子来说， a 必须是正数，的确，在§3中，我们已经看到 

ds 沿着一条 i ： 的世界线的值是 最大； 沿着一条弯曲的世界线，我们可以 
使积分任意小.所以，积分 / ds 如果取正号，则不可能有最 小值； 如果取负 

J a 


a 


①严格说来，最小作用 M 原理断定.积分 s 仪仅对于小的积分区间才应当是最小值.对于 
任意长度的积分区间，只能断定积分 S 有极端值，并非必须有最小值 .（ 参见第一卷§2〉 . 
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号，那么，显然，沿着这一条直的世界线积分时，它有最小值. 

这个作用量可以变为对时间的积分5= [ 2 Ldt . 众所周知，系数 L 叫做 

Jtx 

这个力学体系的拉格朗日函数.利用 （3.1), 我们求得 



其中〃为实物粒子的速度.因之，对粒子来说，拉格朗日函数是 



上面已经说过， a 是表征该粒子的一个 M . 在经典力学中，每个粒子的 
特征就是它的质量 m . 我们来找 m 与 a 之间的关系.这可以从下面的条件定 
出来，在作 c — oo 的极限过渡时， L 的表达式应当过渡到它的经典表达式 


L = \ mv 2 . 为了实现这个过渡，我们将 L 展开为 v / C 的幂 级数. 略去高次项 


以后，我们便得到 



拉格朗日函数中的常数项对运动方程没有影响，因而可以略去.从 L 中略去 
常数 ac ， 并同经典力学中的表达式 L = mt ; 2 /2 比较，我们发现 a = me . 
所以，自由实物粒子的作用量是 



而拉格朗日函数是 



§9能置与动置 


( 8 . 1 ) 


( 8 . 2 ) 


我们把矢量 p = dL / dv 称为一个粒子的动量 OL / dv 是表示该矢量的符 
号，其分量为 L 对 v 的相应分量的导数）.利用（8.2)，我们得到 

P = / = : • (941 

/ 

V 1 -^ 

对于很小的速度 U 《 C) ,或 C — 00 的极限情形下，上式就变为经典的公式 
p = mv . 当 v = c 时，动量 p 就变为无穷大. 




动量对时间的导数就是作用于粒子的力.假定粒子的速度只是在方向上 
有变化，即假设力与速度的方向垂直，则有 


dp 

dt 


dv 


(9.2) 


若速度仅仅改变大小，就是说，若力平行于速度，那么 


dp 
d 亡 


H ) 


dv 

372 


(9.3) 


我们看到，力与加速度之比，在两种情况下，并不相等. 

粒子的能量我们知道，可用下式定义（参见第一卷 §6)： 

S = p • v — L. 

用表达式 （8.2) 及 （9.1) 代替 L 及 p ， 则得 


me 


(9.4) 




特别是，由这个非常重要的表达式可以看出，在相对论力学中，一个自 
由粒子的能量在 w = 0 时并不为零，而是取有限值 


S = 771C 2 . 


(9.5) 


这个摄称为该粒子的静能. 

在速度很小 ( v / c « l ) 的情况下，将 （9.4) 式展为 t ;/ c 的幂级数，我们得 
到 


^ « me 2 + 


mv 


就是说，扣除静能后，此式就是一个粒子动能的经典表达式. 

必须强调，尽管我们这里谈的是“粒子”，但从未用到它的“基本性”. 
因此，这些公式同样可以用于许多粒子组成的复合物体.此时 m 是指该物体 
的总质量，而 v 是指它作为整体的运动速度.特别地， （9.5) 式适用于整体静 
止的任何物体.请注意，在相对论力学中，任何自由物体（即任何封闭系统） 
的能量是一个完全确定的 tt ，它总是正的，并与该物体的质量直接相关.为此 
我们可以回忆在经典力学中，一个物体的能量只确定到差一个任意常数，并 
且既可以为正值，也可以为负值. 
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一个静止物体的能 M :， 除其组成粒子的静能外，还包括粒子的动能和它 
们的相互作用能.换句话说， me 2 并不等于 T.m a c 2 (rn a 是诸粒子的质设）， 
所以， m 并不等于因此，在相对论力学中，质 M 守恒定律并不 成立: 
复合物体的质傲并不等于其各个部分质量之和，而只有包含粒子静能在内的 
能發守恒定律是成立的. 

将 （9.1) 及 (9.4) 平方并同这些结果比较，我们得到粒子能量和动量之 
间的下列关系 

— = p 2 + m 2 c 2 . (9-6) 

用动量来表示的能量称为哈密顿函 数#: 

，光 ？ = cy / p 2 -h m 2 c 2 . (9.7) 


对于低速情况， p 《 me ， 我们近似地有 



就是说，除静能外我们得到了哈密顿量熟悉的经典表达式. 

从 （9.1) 及 （9.4) 我们得到一个自由粒子的能量、动量与速度的关系如 


下： 


Sv 



(9.8) 


当 t ; = c 时，粒子的动量与能量都变为无穷大，这就是说， 一 个粒子，如 
果它的质獄不为零，就不可能以光速运动.然而在相对论力学中，可能存在质 
量为零而以光速运动的粒子（例如光子和中微子）.由（9.8)，对于这一类粒 


子我们有 

p = —. (9.9^ 

c 

同样的公式对于非零质量的粒子在极端相对论情况下也近似成立，那时粒子 
的能量#远大于其静能 me 2 . 

现在我们来推导得到的所有关系式的四维 形式. 按照最小作用 M 原理， 


bS = —meb f ds = 0. 

J a 


为了建立的表达式，我们注意到 = 因此， 


65 


= -mcJ a 


dxibdx 1 

ds 


b 

—me I Uidbx 

a 


用分部积分法，我们得到 


65 = —meuibx 


+ me I 

a J a 


ds 


(9.10) 




§9 能量与动置 
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大家知逍，为了求得运动方程，就必须比较经过两个给定点的不同的轨 
道，即在上限和下限有（6/)„ = (6 f) b = 0. 实际的轨道则是由 6 S = 0 这个条 

件来决定的.由 （9.10) 我们得到方程#1=0,也就是自由粒子的四维速度恒 

as 

定. 

为了表示作用量的变分为坐标的函数，我们知道， a 点必须当做间定的， 
所以(6^)« = 0.第二点应该当做变化的，但是这时只考虑实际的轨道，即那 
些满足运动方程的轨道. W 此，在表示的 （9.10) 式中，积分项为零.代替 
(6 x 06, 可以简单地写60：、因之，得 


bS = — mcuibx 1 . 


(9.11) 


四维矢 M 


dS 


Pi =- 


(9.12) 


称为四维动量矢量 • 我们从力学中知道， 导数 dS / dx ， dS / dy ， dS/dz 黾粒子动 
量矢量 P 的3个分 M ， 而导数- as / 况是粒子的 能量义 因此，四维动量的协 
变分量是 Pi = W / c ， - p ) ,而逆变分 M 是① 




(9.13) 


由 （9.11) 可知， 一 个自由粒子的四维动 M 的分量是 


P 1 



(9.14) 


代入 （7.2) 式中四维速度的分域，我们事实上就得到 p 和 < 的表达式 (9.1) 
和 (9.4). 

因之，在相对论力学中，动量与能童是一个四维矢量的分量.从而就直 
接得到动量与能 M 由一个惯性系到另一个惯性系的变换公式.将 （9.13) 代入 
四维矢量的普遍变换公式 （6.1) 内，我们得到 



c 2 


f 1 


■ 




+ Vp f T 

\/ 1- 孓 


(9.15) 


式中 PxiPy ^ Pz 是三维矢量 P 的分 fit . 

从四维动量 （9.14) 的定义以及恒等式我们就得到自由粒子四 
维动 M 的平方 

PiP^ = m 2 c^ (9.16) 

①请注怠有一个辅助方法可以帮助我们 i 己住物理四维矢设的定义 •. 逆变分量同相应的三维 
矢 tt ( r 对于 x \ p 对于 pO 相关，带“正确的” 正号. 
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代入 （9.13) 式，我们就回到 （9.6). 

同力的通常定义类比，力的四维矢量可定义为 导数： 


dp 1 

ds 


dii 


me 


(9.17) 


其分量满足恒等式 giW 
表示为： 


0. 这个四维矢最可用通常的三维力矢量/ = dp/dt 


(9.18) 


时间分量与该力所做的功相关. 

将 （9.12) 式代入（9.16)，就得到相对论的哈密顿-雅可比方程 

dS dS ik dS dS 2 2 

- = G[ lK - = 711 G 

dxi dx { ~ dx i dx k , 


(9.19) 


或者，将求和明显 写出： 


▲⑵ 2 -⑵ 2 -⑵ 2 - ⑵ 


2 


(9.20) 


在方程 （9.20) 中过渡到经典力学极限情况的做法如下.首先我们必须注 
意，正如 （9.7) 式中相应的过渡那样，相对论力学中一个粒子的能量包含 me 2 
项，而该项在经典力学中没有.因为作用同能有关系 = 汍， 
所以在过渡到经典力学时，我们必须用一个新的作用 M Y 来替换作用域义 
其关 系为： 

S — S f — mc 2 t . 


将此式代入（9.20)，我们得到 



在 C 4 QO 的极限情况下，这个方程就回到经典的哈密顿-雅可比方程. 


§10分布函数的变换 

在许多物理问题中我们都要处理粒子动#的分布 函数： f(p)d Px dp y dp z 
是动 M 分量在给定间隔内的粒子数（或者，简言之，在“动 ft 空 
间”给定体积元 d 3 P 三 d Par d Py d P2 内的粒子数）.于是当我们从一个参考系变 
换到另一个参考系时，就面临着寻找分布函数 f( P ) 变换规律的问题. 


§10 分布函数的变换 
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为了解决这个问题，我们先来确定“体积元” d Pa : dp y dp 2 在洛伦兹变换下 
的性质.如果我们引入一个四维坐标系，在其轴上标以粒子的四维动量的分 
量，则 dp x dpydp z 可以看作是由方程 pi = m 2 c 2 定义的超曲面元的零分量. 
这个超曲面元是沿该超曲面法线指向的四维矢 M ; 在这种情况下，该法线的 
方向显然与四维矢量 Pi 的方向一致.由此可知，比值 


^Px^Pydpz 


( 10 . 1 ) 


是一个不变董，因为它是两个平行四维矢量的对应分量的比值 

粒子数 fdp x dp y dp z 显然也是一个不变量，因为它不依赖于参考系的选 
择.将其写为形式 

/( pK dp ^ dp i> 

并应用比值 （10.1) 的不变性，我们得出乘积 /( p )< 是不变坫.于是系中 
的分布函数与 K 系中的分布函数通过下式联系起来 



Ml 


( 10 . 2 ) 


式中 p 和 < 必须用变换公式 （9.15) 通过 〆 和#表示. 

现在再回到不变表达式 （10.1). 如果我们在动量空间引人“球坐标”，则 
体积元 dp x dpydp z 变为 p 2 dpdo ,式中 do 是围绕矢设 p 方向的立体角元.注意 
到 pdp = M ^/ c 2 (* (9.6)) ,我 们有： 


p 2 dpdo pdS'do 


于是我们发现 

pdt^do (10.3) 

也是不变量. 

在气体动理论中，分布函数的概念表现为另一种 形式： 乘积 
/( r , p ) dp x dp y dp z dV 是体积元 dV 中动量在间隔 dp x , dp y , dp 2 内的粒子数.函 
数 /( r , p ) 称为相空间（粒子的坐标和动量空间）中的分布函数，微分乘积 
dr = d 3 pdV 是这个空间的体积元.我们将寻求这个函数的变换法则. 

①对体积元 (10.1) 的积分可以借助6函数（参见§28第一个脚注）在四维形式中表示为对 

—6(p , p< — m 2 c 2 )d 4 p, d 4 p = dp°dp 1 dp 2 dp 3 * (10.1a) 

c 

的积分 .4 个分 ft〆 被养做独立变域 （ p G 只取正值 >.(10.1 a > 式显然来 A 其中出现的数的下 
列 表示： a 

Hp'Pt - m 2 c 2 ) = 6 - •) =点 6 (Po + f ^ 6 (Po 一 7)] ， （ 10.1b) 

式中 $ = Cv V + m 2 c 2 , 而这个公式则来自该脚注中的公式 （5). 
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除了参考系和 A " 外，我们也引人具有给定动量的粒子在其中处于静 
止的参考系 Ko ; 粒子占据的体积元的间有体积 d % 就是相对于该参考系定 
义的.按照定义，和系相对于 / Co 系的速度与这些粒子在 K 和 A ：' 系中 
的速度 u 和-致.因此，按照 （4.6) 式，我 们有： 



由此， 

dV _ ^ 
d \ T = 

将此式乘以 d 3 p/dV = 式，我们得到 

dr = dr \ (10.4) 

即相空间的体积元是不变 M . 闵为粒子数 / dT 按定义也是不变量，我们得出 
结论： 相空间的分布函数是不变 M : 

尸( 〆 , 〆 ) = /( r ， p )， （10.5) 

式中 r / , p / 由洛伦兹变换公式同 r , p 相联系. 

§11粒子的衰变 

我们来考虑一个 质敁为 M 的粒子自发衰变为质最为 mi 和 m 2 两部分的 
情形.将衰变中能嫌守恒定律应用于该粒子处于静止的参考系，我们得到① 

M = <^\0 + ^ 20 } ( 11 * 1 ) 

式中鬲0和#20是出射粒子的能适.因为鬲0 > 爪1和為0 > m2 ,仅当 M > 
rm + rM 时 (11.1) 式才能得到满足，即一个粒子可以自发衰变为质量之和小 
于该粒子质量的两部分.另一方面，如果 Af < mi + m 2 , 则粒子（对于该特定 
衰变）是稳定的，不会自发衰变.在这种情形下为引起衰变，我们必须从外面 
提供给该粒子至少等于其“束缚能” （ m : -f m 2 - A /) 的能 M . 

衰变过程中动量和能量一样必须守恒.因为粒子的初始动量是零，出射 
粒子的动量之和必须是零 ： Pio + P20 = 0 . 因而= pio ，或 

<^10 -m\ = <^20 - m 2' ( 1 1 . 2 ) 

_ • _ 

①在§11 ~§13中.我们令 h 即把光速取为测 S 速度的单位（所以长度和时间的發纲变 
得相同）.这种选择在相对论力学中是 (4 然的，且能大大简化公式的朽写. 不过. 在本书中（它 
也含有相 当数斌 的非相对论性理论）我们通常不用这种单位制，而在每次用到时予以 说明. 

如果公式中已令1，换回通常的笮位是容 易的： 在其中引入光速以保证 M 纲正确 即可. 



§11 粒子的袞变 
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(11.1>和 （11.2) 两式唯一地决定了出射粒子的 能量: 


^10 


A/ 2 + m \ — m2 


M 2 - 


1 + rill 


2M 


2 M 


(113) 


在一定意义上，这个问题的逆问题是计算两个碰撞粒子在其总动为零 
的参考系中的总能量 M . (这个参考系简称为 动量中 心系或系 ”.） 这个 
量的计算给出了伴随碰撺粒子状态改变或新粒子“产生”的各种非弹性碰撺 
过程可能存在的判据.仅当“反应产物”的质量之和不超过 Ai 时，这类过程 
才能够发生. 

假设在初始参考系（实验室系）中，一个 质敏为 能 M 为负的粒子同 
一个质设为 m 2 的静止粒子相撞.两个粒子的总能量是 


€ = ^+(^2 = (^ 1 + ??? 2 , 


它们的总动量是 P = + P2 = Pl . 把两个粒子一起看成单一的复合系统，从 

(9.8) 我们得到它作为一个整体的运动速 度是： 


y = P ^ Pi 

+ 7712 


(11.4) 


这个量是 C 系相对于实验室系 （/： 系）的运动速度. 

然而，在测定质量 M 时，没有必要从一个参考系变换到另一个参考系. 
我们可以直接应用 （9.6) 式，它既可以个别应用于每个粒子，也同样可以应 
用于复合系统.于是我们有 


M 2 = S 2 — p 2 = ( 為 + m2) 2 — (名 2 — m ?)， 


由此 


M 2 = mf -f + 2r7i2^i. 

习 题 


(11.5) 


1. 一个以速度 V 运动的粒子在“飞行”中分解为两个粒子.求这些粒子 
的出射角同其能量之间的关系. 

解：设 怂是衰变粒子之一在 C 1 系中的能量（即 （11.3) 中的釣0或鬲 0 ) ， S 
是这同一粒子在 L 系中的能量，0是它在 L 系中（相对于 V 的方向）的出射 
角.用变换公式我们 得到： 

• 一 茗一 Vp cosO 

彙 = x /1 -P ， 


所以 


cos ^ = 


S - ^ 0 \/1 - V 2 
W # 2 - rr ^~ 


⑴ 
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为从 COS0 反求我们得到（相对于€ ) 的二次方程 
< f 2 (l - V 2 cos 2 0) - - V 2 + <^ o(l - V 2 ) + V 2 m 2 cos 2 (9 = 0， (2) 


它有一个正根（如果衰变粒子在 C 系中的速度如满足恥> V 0 或两个正根 
(如果 i；o < V 0 • 

从图示可以清楚这种不确定性的 来由. 按照 （9.15), L 系中的动量分量 
用参照 C 系的量来表达是通过公式 



po cos 6 0 -f SoV 

~~ y / l - V 2 ~~ 


p y = posing- 


消去 0 O , 我们得到 

Py + (Px \/\ — V 2 — <^ oV ) 2 = Pq . 

相对于变量 Par , Py 这就是半轴为 Po/\/l - V 2 , PO 的拥圆，其中心（图3中的点 
O ) 从点 p = 0 (图3中的点 A ) 移动了距离 ^ V /^\ - V 2 ①. 

如果 V > p 0 / 屬 ）= v 0 , 点欠处于椭圆的外面（图 3 b ), 以至对于固定的角 
❸， 矢量 p (因而能量 f ) 可以有两个不同的值.由此结构也显见，在这种情形 
下，角 （9 不能超过确定值 (9 max (相应于矢量 p 同椭圆相切处的位置 ）.^„ ax 的 
值很容易从二次方程 （2) 的判别式等于零的条件解析地 确定： 


Sin ^max = 


PoVT^V^ 
~ mV 




图 3 

2. 求衰变粒子在 L 系中的能量分布. 

解：在 （7 系中，衰变粒子是各向同性分布的，即在立体角元 doo = 
2 jisin ^ od ^ o 中的粒子数是 


dN 


4^ d °° 


-|dcos 9 0 \. 


①在经典极限下，该椭圆变为岡，见本教程第一卷 §16. 


⑴ 






§11 粒子的衰变 
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L 系中的能量用参照 C 系中的量表达为 


M _ <^0 + PoV COS 00 

V \- v ^ ， 

取值范围从 

~ Vpo 到 ^0 + Vpp 

vi - yi - —• 

用来表达 | dcos <? 0 |, 我们得到归一化的能量分布（对两类衰变粒子的每一 
种）： 

dN = — yjl- v 2 dt^. 

2 Vpo 

3. 对于衰变为两个全同粒子的情形，求 L 系中两个衰变粒子之间的角 
(它们的分离角）的取值范围. 

解：在 C 系中，粒子反向飞离，所以（9 10 = ji -6> 20 E 0 O 按照 (5.4) 式， C 7 
系和 L 系中角之间的关系由以下公式 给出： 


cot^ = 寧 os ，+ V 

vo sin Vl — V 2 


cot^2 — 


—vo cos 十 V " 
vq sin 9 q \/l — V 2 


(因为在目前情形下 ， Vl 0 = l； 20 三 V 0 ) . 要求的分离角是0 = 01+02, 
计算给出： 


cot (9 = V2 - v o + V2y o sin2 °° 
2 Vvq \/1 — V 2 sin 


简单的 


考察该表达式的极值给出下列0可能的取值 范围： 
对于 K < Vo : 

2 arctan (吾 _ V 2 ) < 0 < 7t; 


对于 Vq <V < 


VQ 

V l ~ v 0 


0 < & < arcsin 


- V 2 ji 

2 


对于 V > 


vo 


V l ~ V Q 9 


0 < 0 < 2 arctan (券 \ J \ - V 2 ) < 


4. 求零质量的衰变粒子在 L 系中的角分布. 

解： 按照 (5.6) 式 ， m = 0 的粒子在 C 系和 L 系中出射角之间的关系是 


COS ^0 


cos 9 — V 
I — V cos 6 
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将这个表达式代入习题 2 中的 （ 1 ) 式，我们 得到： 


djV _ ( l-^)do 
4 ji (1 — VcosO ) 2 

5. 对于衰变为两个零质量粒子的情形，求 L 系中张角的分布. 

解： L 系中出射角 沒 1 , 02 之间的关系，以及 C 1 系中角 010 三沒 0, 沒 2() = JI — Oq 
由 （5.6) 式给出，所以对于张角 e = ej + o 2 我们有： 


cos 0 = 


2 V 2 -\- V 2 cos 2 Op 
l — V 2 cos 2 


反过来， _ 

也 r ~~ i-v 2 ~~ To 

cosOo = y 1 - r^ 2 — cot y • 

把这个表达式代入习题 2 的 （ 1 ) 式，我们 得到： 

diV = 



角 0 取值从 jr 到 O m \ n = 2 arccos V . 

6 . 当一个质量 M 的静止粒子衰变为质量为 mi , m2 和 m3 的3个粒子 
时，这3个粒子之一能够带出的最大能量是多少？ 

解: 粒子 mi 有其最大能量的条件是，其他两个粒子 m 2 和 m 3 构成的系 
统有其最小可能的质量；后者等于和7712 + 7713 (且相应于这两个粒子以相同 
速度一起运动的情形），因此这个问题化为一个粒子衰变为两部分，从 （11.3) 
我们 得到： 

M — M 2 + mf - (m 2 + m 3 ) 2 


§ 12 不变截面 

碰撞过程由其有效截面（或截面）表征，它决定碰撞的粒子束之间发生 
的（特定类型的）碰撞数. 

假设有两个碰 撞束； 我们用以和 n 2 表示其中的粒子密度（即单位体积 
内的粒子数），用^和1； 2 表示粒子的速度.在粒子2处于静止的参考系（或 
者说粒子2的静止系）中，我们讨论的是粒子束1同静止靶的碰撞.于是按 
照碰撞截面 a 的通常定义，体积 dV 内时间 df 中发生的碰撞数是 


di/ = (jv re \n\n2dVdt^ 
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代人 （12.5), 在做一些简单的变换后，我们得到相对速度的如下表达式 

… ^(^1 - V 2 ) 2 - (VI X v 2 ) 2 /10 ^, 

… - r-^v 2 - (126) 

(我们注意到，这个表达式对^和 V 2 是对称的，即相对速度的数值与用来 
定义它的粒子的选择无关 .） 

将 （12.5) 或 （12.6) 代入 （12.4) 然后代入（12.1)，得到解决我们问题的 
最后 公式： 

d , = -十 (12.7) 

S\C>2 

或 

du = G\J(v\ — V 2 ) 2 — {v\ x (12.8) 

( W . Pauli , 1933) • 

如果速度 Vi 和共线，贝 1 j Vi X V2 = 0，于是 （12.8) 式取如下形式： 


du = a\v\ — V 2 \n\n 2 dVdt. (12.9) 

习 题 

求相对论 “ 速度空间”的“线元 

解： 要求的线元 dk 是速度为 v 和 v + ch ; 的两点间的相对 速度. 所以我 
们从 （12.6) 得 

" 2 (dv) 2 — (v X dv) 2 dv 2 V 2 2 , . 2/) J 2\ 

^ = ’ (1 上〒 L = (1^2)2 + 厂 ^ 咻 2 + sm 切 .V)’ 

式中是 v 的方向的极角和方位角.如果我们通过方程 v = tanh \引进新 
的变量 X 来代替 V ，则线元 表为： 

dll = dx 2 + sinh 2 x(df + sin 2 0 • dc /? 2 ). 

从几何的观点看，这就是三维罗巴切夫斯基空间（负常曲率空间）的线 
元（见 （111.12)). 

§13粒子的弹性碰撞 


让我们从相对论力学的观点来考虑粒子的弹性 碰撞. 我们将两个碰撞粒 
子（质量为 mi 和 m 2 ) 的动量和能 M 记为仍 ，釣和 P 2, 鬲；用撇号代表碰撞后 
相应的量. 
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碰撞中的动量和能最守恒定律可以一起写成四维动量守恒 方程： 

P *1 + P 2 =Pl ~^ P 2 ' (13.1) 

从这个四维矢量方程，我们来构造有助于进一步计算的不变关系式.为此将 
(13.1) 改写成 形式： 

Pi + P 2 - Pi = P 2» 

再将两边平方（即写出每边同自身的标积）.注意到四维动量 M 和的平 
方等于和 pg 的平方等于 mg ， 我们得到： 

m \ + P \ iP l 2 - PuPi - P 2 iPi = 0. (13.2) 

类似地，平方方程 M -H P 2 ~ P 2 — Pi »我们得出： 

m \ + PuP X 2 - P2iP ’ 2 l - PUP2 = 0 - (13.3) 

我们来考虑参考系 （ L 系）中的碰撞，该系中粒子之一 （ m 2 ) 碰撞前处于 
静止.于是 P 2 == 0,為= m 2 ，且 （13.2) 式中出现的标积是： 

PliP l 2 =爲爪2， 

P2iPi = m 2 ^[, (13.4) 

PliPl — — Pi - Pi = ^1^1 - PlP\ COS^i, 



式中心是入射粒子的动量 Pl 同变换后动量珙之间的夹角. 

公式 (13.5) — (13.6) 将 L 系中两个粒子的散射角同它们在碰撞中的能 
量变化联系了起来.反演这些公式，我们可以用 h 或心来表示能量 爲. 
将 Pi = y /^ i - 爪 ?， A = %/^ 2 ,2 - 代入 （13.6) 并将两边平方，经简单计算后 
得到： 

，— (爲 + m2 ) 2 + {<^1 — Tn \) COS 2 没 2 
2 m2 (^1 -f m2) 2 — (<^ 2 — m \) cos 2 62 

反演公式 (13.5) 可得出在一般情形下用^表示 < 的非常复杂的公式. 


(13.7) 
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我们注意到，如果 rm > m 2 , 即入射粒子重于靶粒子，则散 射角^ 不能 
超过某个最大值.通过初等计算不难发现，该值由下式 给出： 


sin 汐 1 



m 2 


mi 


(13.8) 


这同熟悉的经典结果一致. 

当入射粒子质量为零，即 mi = 0,因而仍=, p \ = <时，公式 （13.5) 
(13.6) 将得以简化.对于这种情形，人射粒子在碰撞后用其偏转角表示的能 
量公 式为： 

=--- mj - ( 13 .9) 

1 -COS01 + — 

现在让我们再次回到任意质最粒子碰撞的-•般情形.在 (7 系中讨论碰撞 
最为简单.给这个参考系中的量附加下标0，我彳 UA PlO = - P 20 = Po - 由动最 
守恒，碰撞中两个粒子的动 M 只有转动，保持数值相等且方向相反.由能 W : 守 
恒，每个动量的数值保持不变. 

设 X 为 C 系中的散射角，即动量 PH ) 和 p 2( J 由于碰撞而转过的角.这个 
量完全决定了 C 系中，因而也是任何其他参考系中的散射过程.在 L 系中描 
述碰撺时它也是方便的，是应用动 M 和能最守恒以后仍然不定的单一参最. 

我们借助这个参量来表示两个粒子在 L 系中的终态能.为此我们回到 
(13.2), 但这次在 C 7 系中写出乘积 piipf : 

PuPi = ^10^10 - PlO - pio = ^ U ) - Po COS X = Po (! - cos x ) + rrii 


(在 C 系里粒子的能量在碰撞中 不变： =^ o ). 我们在 1 系中写出另外 
两个乘积，即利用 （13.4). 结果我们 得到： 

— S\ — --^-(1 — cosx). 

m2 

我们还必须用 L 系中的 M 表示 pg . 让 L 系和 C 7 系中不变 M pup ' 2 的值相等就 
不难做到这 一点： 

<^10^20 — PlO • P20 = <1 爪 2 ， 


或 


\/(Po + m l)(Po + m i ) = 客\爪 2 - pi 


对以求解此方程，我们得到： 


vl 


m |(^ 2 - in \) 

? -h 7 iii + 2 iri 2^\ 


(13.10) 


因此，我们最 后有: 
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(13.11) 


第二个粒子的能量从守恒定 律：釣 + m 2 = < + 爲得出.因而 

沙 / m 2 (^\ -rrt\) 

= m 2 + 2 , 2 . 0 ~~ ir(l - cosx). 

mf + mo + 2m2^i 


(13.12) 


X 


这些公式的第二项表示第一个粒子失去并转给第二个粒子的能鐘.当 
t 时出现最大的能量转移，等于 


^2 max - 7712 = ^1 - <^[ min 


2 m 2 (^ 1 2 — mf ) 

+ 2 m 2 ^i 


(13.13) 


碰撞后入射粒子的最小动能与其初始能量的比是： 


^1 min - m l 
(^1 — 7711 


(mi — m2 ) 


f + + 2 m 2^\ 


(13.14) 


在低速极限情况下（当 # «m + rm ; 2 /2 时）， 这个关系趋于常数极限，等于 


(mi - m 2 \ 2 
\7Tli -f m2 / 

在能量爲很大的相反极限下，关系 （13.14) 趋于0;量<„^„趋于常数极限， 
这个极限是 

, _ m\ - f - ml 

1 min 一 2m 2 • 

假设即入射粒子的质量同静止粒子的质量相比很小.按照经 
典力学，轻粒子只能转移其能域的可忽略部分（见本教程第一卷 §17). 在相 
对论力学中，情况却并不如此.从 (13.14) 式我们看到，对于足够大的能最 
负，转移能量的比例可以达到1的量级.为此 mi 的速度量级为1是不够的， 
必须有 

衣 1 〜 7712 ， 


即轻粒子必须具有重粒子静能 M 级的能 M . 

当771 2 《771 1 ，即重粒子入射到轻粒子上时出现类似的情形.按照经典力 

学，这里能 ft 转移也不显著.只有当能最 

…2 

6\ ~ - 

m 2 

时，转移能量的比例才开始显著起来.注意，我们不是简单地取速度为光速 
M 级，而是能量同 mi 相比很大，即我们讨论的是极端相对论 情形. 
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习 题 

1 . 图4中的三角形 ABC 由入射粒子的动量矢量 Pl 和碰撞后两个粒子 
的动 量 〆 , p 纟构成.求相应于 p ; , p 纟所有可能值 c 点的轨迹. 

解： 要求的曲线是一椭圆，其半轴可用 § ii 习题1中得出的公式求得.事 
实上，那里给出的结构所决定的 L 系中矢量 p 的轨迹，在 C 系中可从给定长 
反 P0 的任意指向矢量 Po 得到 • 



(a) mi > m2 (b) mi < m2 


图 4 

因为两个碰撞粒子动量的绝对值在 c 系中相等且在碰撞中不变，我们 
在该情形下涉及的是与矢量 M 类似的结构， 该矢量在 c 系中为 

rri2V 

P0^P10=P20 = ^— =, 

式中 V 是粒子771 2 在（7系中的速度，在数值上同惯性中心的速度一致，等于 
V = Pl /( A + m 2 )( 见 （11.4) ) • 结果我们得到该椭圆的半短轴和半长轴是 


m 2 pi 



Po = rn 2 p\ (<^1 +m 2 ) 
y/l — mj + ml -f 2m2^i 

(当然，上述第一式与 (13.10) 式相 同）. 

对于^ = 0 ， 矢量 p ; 与 pi 重合，所以距离等于 Pi • 比较 pi 与機圆 
长轴的长度，容易证明如果 rru > m 2 , 点4处于椭圆的外面（图 4 a ), 如果 
mi < m2 * 则在其里面（图 4 b ) • 

2 . 决定两个质量相等的粒子 （ m ! = m2 = m ) 碰撞后的最小分离角 Omin - 
解：如果 mi = m2 ,图的点>1 在械圆上，最小分离角相应于点 （7 在短轴 
一端的情形（图 5). 从这一构形显见， tan (0 min /2) 是两个轴长度之比，并且 
我们 得到： 




2 m 


或者 
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COS ^rnin 


_ S\—m 
t ^\ + 3 m 



图 5 


3. 对于质量都等于 m 的两个粒子的碰撞，利用 L 系中的散射角6^来表 
达 X - 

解： 在这种情形下，反演 （13.5) 式 得到： 

，— (爲 + m) + (爲 —m) cos^ 6 \ 

1 { S \ + m ) — { S \ — m ) cos 2 6 \ m, 

咖 — t - m 2 ) sin 2 9 X 

= m H -—- - - • 

2 m + (约一 m ) sin 2 沒 i 

比较利用 X 来表达 < 的 式子： 

孩、 = 衣 1 一 《 2 m (l 一 COS x), 

我们得到 C 系中的散 射角： 

2 m —（约 + 3 m ) sin 2 6 \ 

2 m + ((fi — m ) sin 2 01 

§14角动量 

由经典力学熟知，对于一个封闭系统，除能 ft 和动 M 守恒外还有角动量 
守恒，即矢量 

M = y^r x p 

守恒.式中 r 和 p 是粒子的径矢和动最；求和遍历组成系统的所有粒子.角 
动量守恒是这一事实的 结果： 由于空间各向同性，封闭系统的拉格朗曰函数 
在系统整体转动下不变. 
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通过在四维形式中进行类似的推演，我们得到角动 M 的相对论表达式. 
设 y 是该系统中一个粒子的坐标.我们在四维空间中作一无限小转动.在这 
样的变换下，坐标 d 取新值2：〃，使差为线性 函数： 


x’ 1 — x f = Xjk 6 i ? tfe , (14.1) 

bn ik 为无限小系数.四维张设 bf 2 ik 的诸分域通过一些关系彼此相连，这些关 
系是如下要求的 结果： 径矢的民度在转动下必须保持不变，即= XixV 
从 （14.1) 中取代: E ", 并略去中作为高阶无穷小的二次项，我们得出 

x l x k bf2ik = 0. 


这个方程必须对任意的 d 满足.因为是对称张 


bfhk 必为反对称张 


量（对称张量和反对称张 M 的乘积显然恒为 零）. 于是我们 得到： 


== -(14.2) 

对于起点为 a 、 终点为6的轨道的无限小坐标变换，作用量的改变具有 
形式（见 (9.10))： 

65 = — 

(求和遍历系统中的所有粒子）.在我们现在考虑的转动情形下，6而 =6 Qfc ： r fc ， 
于是有 

bS ^ -bf2 ik ^2p i x k \ b a . 

如果我们把张设分解为对称和反对称两部分，则第一部分与反 
对称张量 bH ik 的乘积恒为零.所以只取 J：P^ k 的反对称部分，我们可将上 
式改写为如下 形式： 

6 S = -bQ ik • i 一 （14.3) 

对于封闭系统，拉格朗日函数是一不变量，它不因四维空间中的转动而 
改变.这意味着（14.3> 中 bQ ik 的系数必须 为零： 

^2(p i x k - p k x i ) b = - pV ) a . 

因而，我们看出，对于封闭系统而言，张 M 

M ik = - x k p i ) (14.4) 

是守恒的.这个反对称张量称为四维角动量张量.这个张 M 的空间分量是5 
维角动 M 矢 M M = ^ r x p 的分量： 


M 23 = A / x , - A / 13 = M y , A / 12 = M z . 
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分量 M 01 7 M 02 , A / (}3 构成一个矢量 E ( tp -^ r / c 2 ). 于是，我们可以把张 M A / 认 
的分量写成 形式： 

(比较 (6.10) ) • 

特别是，由于对于封闭系统守恒，我们有 


(14.5) 


E 印- 


尽 r 


const . 


另一方面，因为总能最 YJ 也守恒，这个等式可以写成形式 




= const . 


由此我们看到，具有径矢 

R - 

(14.6) 

的点以速度 

V — 1 —- -- 

(14.7) 


作匀速运动.这正是系统整体的运动速度.（按公式 （9.8), 它把总能 W 和总动 
W 联系起来 .） 公式 (14.6) 给出了系统惯性中心坐标的相对论定义.如果所有 
粒子的速度都远小于光速 c , 我们可以近似地令 fame 2 ,（14.6) 于是化为通 
常的经典表达式® 


R 


E 


E 


清注意，矢 fi (14.6) 的分量并不构成任何四维矢量的空间分量，故在参 


考系的变换下它们并不像一个点的坐标那样变换.因此同一粒子系统的惯性 


中心，对不同的参考系来说是不同的点. 


习 



一物体（粒子系统）在其以速度 V 运动的参考系尺中角动量为 M , 在 
该物体总体静止的参考系 K 0 中角动量为 M ⑼，试求 M 和 M ⑼之间的关 
系； 两种情形下角动量都是相对于同一点——物体在 / C 0 系中的惯性中心定 
义 的®. 

① 请注意，惯性中心的经典公式可以同样好地适用于相互作用和无相互作用的粒子，而公 
式（14.6> 只有在忽略相互作用时才能成立.在相对论力学中，为定义相互作用粒子系统的惯性 

中心，要求我们把粒子所产生的场的能 fi 和动量明显地包括进来. 

② 我们提请读者回忆，虽然在系中（那里 Ep = o ) 角动撖与定义它的点的选择无关, 

而在 / C 系中（那里 Ep ^ O ) 角动 M 却依赖于这种选择（见本教程第一卷 §9). 
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解： 知系相 对于尺 系以速 度 1 ^ 运动； 我们选其方向为 Z 轴. 我们要求 
的张量 M ik 的分量按 如下公式变换（见§6, 习題 2 ) : 

jVf ⑼ 12 + — M^ 02 Af ⑼ 13 + Yjv/ ⑼ 03 



Af 23 = M(_. 


因为坐标原点选在物体的惯性中心（在 iCo 系中），在该系中= 0,又因 
为在该系中 = 故 A / ⑼ 02 = M( 0 ) 03 = 0 _利用 M ik 和矢量 M 分量之间 
的关系，我们对后者 求得： 


M z = 


Af v = 




M z = 





c 2 




第=童 

■ ■ HP 

电磁场中的电荷 _ 

§15相对论中的基本粒子 

粒子与粒子间的相互作用，可以借助力场的概念来描述.这就是说，我 
们不说一个粒子作用于另一个粒子，而说粒子在它自己周围建立 起场； 这个 
场内的任何其他粒子都受一定的力作用.在经典力学中，场仅仅是描述粒子 
相互作用这一物理现象的一种方法.在相对论中，因为相互作用是以有限速 
度传播的，情况就根本改变了.在某一时刻，作用在一个粒子上的力并不由 
其他粒子在该时刻的位置决定.粒子中的一个改变了位置，仅在经过某一段 
时间以后方能影响到別的粒子.这就是说，场本身具有物理的真实性.我们不 
可以说，彼此间有距离的粒子直接地相互作用.在每一时刻的相互作用仅能 
发生在空间中紧密相邻的各点之间（接触作用）.所以，我们应该说，一个粒 
子同场相互作用，而后场与另一个粒子相互作用. 

我们将研究两种形态 的场： 引力场与电磁场.关于引力场，我们留到第 
十章至第十四章再研究，在其余各章内，我们只讨论电磁场. 

在考虑粒子同电磁场的相互作用以前，我们要对相对论力学中“粒子” 
的概念做一些评论. 

在经典力学中，人们可以引入刚体的槪念，所谓刚体，就是在任何条件 
下都不能变形的物体.在相对论中，刚体似乎应该相应地理解为这样一些物 
体，在它们处于静止的参考系中其所有尺寸都保持不变.然而，不难看出，相 
对论使得一般情况下刚体不可能存在. 

例如，我们考虑一个绕自身轴转动的圆盘，并假设它是刚体.固联于该盘 
的参考系显然不是惯性系.但是，对于圆盘的每个无限小单元，可以引入一个 
惯性参考系，其中该单元在某一给定时刻处于静止；对于圆盘上有不同速度 
的单元，这些惯性系显然是不同的.现在我们来考察沿盘某一半径分布的一 
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系列线元.因为圆盘是刚体，所以每一段的长度（在与该段相应的惯性系中） 
与圆盘静止时该段的长度相同.因为每一段都垂直于 ft 己的速度，因而在这 
种情况下就没有洛伦兹收缩，所以，一个静止的观察者，当圆盘的半径从他 
旁边扫过时，所量出的线段长度，与圆盘静止时所最出的一样.因此，静止观 
察者量得的半径总长（等于组成它的各段之和），同圆盘静止时量得的一样. 
另一方面，在给定时刻，圆 盘岡周 上从静止观察者旁边经过的每一单元的长 
度都要发生洛伦兹收缩，所以整个圆周的长度（即静止观察者所测出的各线 
段之和）将小于静止圆盘的周长.于是我们得出结论，由于_盘的转动，（静 
止观察者测得的）圆周与半径之比必须改变，而不再等于 2 ji . 这一结论的荒 
谬性表明，实际上圆盘不可能是刚体，它在转动时必然发生了某种复杂的形 
变，这种形变与其组成物质的弹性有关. 

我们还可以用另一种方法来证明刚体是不可能存在的.假设某一外力作 
用于某一固体的某一点上，使这个物体运动.如果这个物体是刚体，那么，它 
的所有各点都必须与受外力作用的点一起运动，否则物体就要变形了.然而 
根据相对论，这是不可能的.因为力的作用是以有限速度从其作用点传到另 
外的点，因而，所有的点不可能同时开始运动. 

从这些讨论中我们得出有关 基本粒 子的一些结论.基本粒子是这样的粒 
子，我们认为可以通过给定其作为整体的三个坐标和三个速度分 M ， 就能完 
全决定它们的力学状态.显然，如果基本粒子具有有限的尺寸，即具有空间 
广延，那么它就不可能变形，因为变形的概念同物体各个部分独立运动的可 
能性联系着.但是我们刚才已经看到，相对论指出刚体是不可能存在的. 

因此我们得到一个重要的 结论： 在经典的（非量子的）相对论力学中, 
我们不能赋予那些被看做基本的粒子有限的尺寸.换句话说，在经典理论的 
框架内，必须把基本粒子当做几何点看待 

§16场的四维势 

一个在给定电磁场中运动粒子的作用量由两部分组 成：一 项是自由粒子 
的作用量 （8.1), 另一项描述粒子与场的相互作用.后者必定包括表征粒子的 
量和表征场的量. 


① M 子力学在这种情况下做出了根本的改变，但相对论在这里再次使引入任何非点 的相互 
作用变得极其困难. 
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事实表明①，粒子同电磁场相互作用的性质由一个 M 所决定.这 个摄称 
为粒子的电荷 e . 电荷可以为正，也可以为负（也可以为零）.场的性质由一 
个四维矢量息——四维势表征，其分 W ： 是坐标和时间的函数.这些 M 借助 
式子 

e 户 森 
~ / Aidx 1 

Cj a 

出现在作用量里，式中函数次取值于粒子世界线上的点.因子1^是为方便 
引入的.应当指出，只要我们还没有把电荷或势同已知的量联系起来的公式， 
测量这些新最的单位就可以任意选取@. 

因此，电磁场中电荷的作用 M 将有如下的 形式： 



-A{dx l 

c 


( 16 . 1 ) 


四维矢量 A 的三个空间分量构成一个三维空间矢 M A , 称为场的矢势， 
时间分量称为 标势； 我们记之为 A 0 = ^ p . 因此， 


火 7 = (#»• 


(16.2) 


所以作用量积分可以写为 下式: 



I (—mcds + - A 
Ja V C 



epdf) • 


引人 v = dr / df , 并变为对 f 积分: 



被积函数正是一个电荷在电磁场中的拉格朗 口量: 


(16.3) 


L = —me 


2 


V 


2 


— H — Av — e(p. 
cr c 


(16.4) 


这个函数与自由粒子的拉格朗日量 (8.2) 相差之项是 ( e / c ) A - v - eip , 该项描 
述电荷与场的相互作用. 


① 下面的论断在一定程度上可以肴成是实验数据的推沦.粒子在电磁场中作用 M 的形式不 
能只基于一般的考虑 《例 如像相对论不变性的要求）来确定.后者会允许 （16.1) 式中出现 I Ads 
形式的量，式中4是一个标 M 函数. 

为了避免任何误解，我们冉次指出，我们现在考虑的是经典（而非 tt 子）理论，因而不包括 

与粒子 A 旋有关的效应. 

② 关于这些单位的建立.参见 §27. 
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导数 3 L / 决;是粒子的广义动童；我们用 P 来代表它.微分可得 


P 


mv 




-A = p + - A. 


(16.5) 


c 2 


这里我们用 p 代表这个粒子的普通动量，以后我们简称之为动量 
由拉格朗日量，按照熟知的通式 




dL 

dv 


一 L ， 


我们可以求出粒子在场内的哈密顿量.将 （16.4) 代人，我们得到 




me 




+ e ( p . 


(16.6) 




但是，哈密 顿敏不 应该用速度来表示，而应该用粒子的广义动量来表示. 

从 （16.5) 和 (16.6) 显见， ep 与 P - ( e / c ) A 之间的关系同场不存在 
时和 P 之间的关系一样，即 


Jff — op 


2 


C 


m 2 c 2 + (P - , 


(16.7) 


或者 






m 2 # + c 2 (_P - -fey?. 


(16.8) 


对于低速情况，即是说在经典力学中，拉格朗日量 （16.4) 化为 


L 


mv 

~2 


H — A • v — etp, 


(16.9) 


在这种近似下， 


P 


P- 一 A, 


并且我们可求得哈密顿量的表 达式: 






(16.10) 


最后，我们来写电磁场中粒子的哈密顿-雅可比方程.在哈密顿 fi 中，用 
as / 加代替 p , 用 - ds / dt \\ 替洸， 就可得到这个方程.因此，由（16.7)，我 
们得到 

+ m2 ° 2 =0 - 


(16.11) 



场中电荷的运动方程 
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§17场中电荷的运动方程 

位于场内的电荷不只受到场的作用力，而是也反过来对场起作用，改变 
场.但是，假如电荷 e 不大，电荷对于场的作用就可以略去不计.在这种情况 
下，当我们考虑电荷在一给定的场内运动时，我们可以假设场本身与电荷的 
坐标或速度无关.要能够把电荷认为是在上述意义上的小，它所应该满足的 
确切条件将在以后讲述（见 §75). 以下我们假设这个条件已被满足. 

我们现在要找出电荷在给定电磁场内的运动方程.这些方程可以通过对 
作用量进行变分得到.因而，运动方程就是拉格朗日方程 


d^dL 
dt dv 


dL 

dr ’ 


(17.1) 


其中 1 由公式 （16.4) 确定. 

导数 ^ L /出； 是粒子的广义动量 （16.5). 其次，我们可写出 


dL 

dr 


VL = 一 grad A • v — e grad ip , 


但是由已知的矢量分析的公式可得 

grad (a • 6) = (a • V )6 + (b - V)a + b x rota -fax rot 6, 

其中 a 及 6 是两个任意矢 M . 应用这个公式到 A - V , 并记住，对 r 微分时， 
是常数，如是，则求得 


dL 

dr 


(v - V)A H — v x rot A — e grad ip , 


因此，拉格朗日方程具有如下的 形式： 

— (p H A ) = -(v • V)A H —— v x rot A — e grad ( p . 
dt \ c / c c 

但是全微分 ( dA / dt ) dt 包含两 部分： 矢势在空间的某一给定点因时间变化而 
发生的变化 ( dA / dt ) dt 以及由空间的一点移动一段距离 dr 至另一点所发生 
的变化.第二部分是 （ dr . V ) A . 因此导数 cL 4/ df 可以写成以下的 形式： 


dA 


dA 


+ {v - V ) A . 


将此式代入前面的方程，得到 


dp e dA . e 

dt c dt ^ ^ c 


(17.2) 


这就是一个粒子在电磁场内的运动方程.等号左边是粒子的动最对时间 
的导数.所以 (17.2) 式等号右边的式子就是作用于电磁场内的粒子上的力. 
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我们看出，这个力包含两 部分. 第一部分 （（17.2) 式右边的第一、第二两项） 
与粒子的速度无关.第二部分（第三项）与速度有关，它与速度成正比，而且 
垂直于速度. 

作用于单位电荷上的第一种类型的力，称为电场 强度； 我们用五来代 
表它.于是，按定义， 


E 


IdA 

c dt 


— grad 


(17.3) 


作用于笮位电荷上的第二种类型的力中，速度的因子，严格说来是 r/c 
的因子，称为磁场强度.我们用 H 来代表它.于是，按定义， 


H = rot A . (17.4) 

假如在一电磁场中，五/0,但 = 我们就说它是 电场； 假如五= 0, 
但丑#0,我们就说它是磁场.在一般情况下，电磁场是电场与磁场的叠加. 
我们指出，是极矢量，而//是轴矢量. 

一个电荷在电磁场中的运动方程现在可以写成 

^ = eE^^vx H . (17.5) 

d 亡 c 

等号右边的式子称为洛伦兹力.其第一部分（电场作用于电荷上的力）与电 
荷速度无关，并沿着五的方向.第二部分（磁场作用于电荷上的力）与电荷 
的速度成正比，而其方向则既垂直于速度乂垂直于磁场 

对于比光速小很多的速度，动量 p 近似地等于它的经典表达式 mv，W 
而运动方程 （17.5) 变为 


dv 

dt 




eE + -v x H . 


(17.6) 


下面我们还要导出粒子的动能随时间的变化率的方程即确定下面导 
数的方程， 


很容易验证 


dt 


d 

dt 


rnc : 






d 尤 


dp 
v - —. 
d 亡 


将 (17.5) 式中的 dp / dt 代入，并注意到 v x H-v = 0, 我们有 


d^ki 

dt 


eE 


(17.7) 


①这里“动能”是指能敏 (9.4), 它包含静能. 




§18 规范不变性 
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动能随时间的变化率就是场在单位时间内对粒子所做的功.从 （17.7) 可 
以看出，这个功等于速度与电场作用于电荷上的力的乘积.场在时间 df 内所 
做的功，即在电荷移动 dr 距离时所做的功，显然等于 ef ； . dr . 

我们强调这个事实，即对电荷做功的仅仅是 电场； 磁场不能对在其中运 
动的电荷做功.这是 W 为磁场对电荷的作用力永与电荷的速度垂直. 

力学方程相对于时间变号，即相对于将来与过去对调来说是不变的.换 
句话说，在力学中两个时间方向是等价的.这就意味着，假如某一种运动能 
按照力学方程进行，耶么，相反的运动也是可能的，在这个相反的运动中，力 
学体系经历同样的状态，但是次序相反. 

很容易看出，这对于相对论中的电磁场也成立.但是在这种情况下，除 
了将时间 < 变为-纟外，我们还必须改变磁场的符号.事实上，很容易看出， 
假如我们作下列 代换： 

t ― * — E ― ► E y H ― *■ 一 H } (17.8) 

运动方程 （17.5) 是不变的. 

按照 （17.3) 及 （17.4), 这并不改变标势，但是矢势变 了号： 

(p - * A — ► 一 A . (17.9) 

因此，假如某种运动在电磁场中是可能的，那么，相反的运动在 K 方向 
相反的电磁场中也是可能的. 


习 题 

用粒子的速度及电场强度和磁场强度来表示它的加速度. 

解： 将 P = t ^ kin / c 2 代入 （17.5)， 并按 （17.7) 表示 d ^ kin/df ,求得 

^ ~ ^ + ff- 各 V(v . f?)|. 

§18规范不变性 

现在让我们来研究场的势可唯一地确定到什么程度.首先，我们应该注 
意这个事实，就是场是由它对其内电荷运动所产生的影响来刻_的.但是在 
运动方程 （17.5) 内并未出现势，而只岀现了场强 E R H . 所以两个场如果 
以相同两个矢量 ERH 来描述，那么，这两个场在物理上是全同的. 

假如给定了势4及 (/?, 那么，根据 （17.3) 及 （17.4) ，五及 if 就由它们 
完全唯一地确定了.但是同一个场可以相应于不同的势.为了证明这件事，我 
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们可将 - df / dx k 这个量加到势的每一个分 M 上，其中/是坐标与时间的任 
意函数.因此， 势 A k 变为 

一基. (18.1) 

经过这样的改变，在作用璜积分 (16.1) 中将出现附加项 

= d (l 1 ) ^ ( 18 2) 

但是，将一个全微分加在作用量积分的被积闲数内，运动方程并不受影响（见 
本教程第一卷 §2). 

如果我们引人标势及矢势来代替四维势，而 a 用 cf ， a :, y ， 来代替 d ， 
那么 （18.1) 中的四个方程就可以写成下面的形式； 

A f = A grad /, ( f > — - (18.3) 

c at 

很容易验证，当用 (18.3) 式定义的 A 及 〆 代替 A 及 p 时，由方程 (17.3) 
及 (17.4) 所定义的电场及磁场实际上并不改变.因此，势的变换 (18.1) 并不 
改变场.所以势并没有被唯一地确定，确定矢势仅仅精确到一个任意函数的 
梯度，而确定标势仅仅精确到同一个任意函数的时间导数. 

特别是，我们显然可以加一个任意的常矢设到矢势上，加一个任意常数 
到标势上.这也可直接由如下事实看出来，五及 H 仅仅包含 A 及9 的导数， 
所以加些常量到 A 及 v ? 上，并不影响场的强度. 

只有那些对于势变换 （18.3) 为不变的量才有物理 意义； 特別是，所 
有方程在这个变换下必须是不变的.这种不变性称为规范不变性（德文为 
Eichinvarianz ， 英文为 Gauge invariance ) ①. 

因为势缺乏唯一性，我们就有可能去选择它们，使它们满足我们所选择 
的附加条件.我们强调指出，我们能够令它们满足一个条件，这是因为我们可 
以任意选择 （18.3) 中的函数 /. 特別而言，我们总能这样来选择势，使得标 
势 p 为零.假如矢势不是零，那么，一般来说，我们不可能使它为零，因为条 
件 A = 0表示三个附加条件（即>1的三个分量为零）. 

§19 恒定电磁场 

所谓恒定电磁场就是与时间无关的电磁场.显然，恒定电磁场的势可以 
这样 选择： 使它们仅仅是坐标的函数，而不是时间的函数.恒定磁场同以前 
一 样等于 H = rot A . 恒定电场等于 

E — — grad ^>. (19.1) 

①我们强调指出，这与 （18.2) 中假设 e 的不变性有关. 因此， 电动力学方程的规范不变性 
(见下）同电荷守恒彼此密切相关. 



§19 恒定电磁场 
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因此，恒定电场仅为标势所决定，而恒定磁场仅为矢势所决定. 

♦ 

我们在前一节中已经知道，势并未被唯一地确定.但是很容易相信，假 
如我们用与时间无关的势来描述恒定电磁场，那么，我们可以在标势上加一 
个任意常数而不改变场（这个任意常数既与坐标无关，也与时间无关）.通常 
要给 V ?加上一个附加条件，即在空间内某一特定点有一定 的值； 常常规定 V ? 
在无穷远处的值为零.这时，上面所说的任意常数就被确定了，闪而恒定场 
的标势也就被唯一地确定了. 

另一方面，同以前一样，即使对于恒定电磁场，矢势也还是没有被唯一 
地 确定； 就是说，我们可以把坐标的一个任意函数的梯度加到矢势上. 

现在我们要确定一个电荷在恒定电磁场内的能量.既然场是恒定的，那 
么，电荷的拉格朗口量也就不是时间的 M 函数.如我们所知道的，在这种情 
况下，能量是守恒的，而且它就是哈密顿量. 

按照 （16.6), 我们得到 



(19.2) 


因之，由于场的存在，粒子的能最加上了一项它是电荷在场内的势能.我 
们应该注意一个重要的事实，即能斌仅与标势有关，而与矢势无关.这就意味 
着磁场不影响电荷的能量.只有电场才改变粒子的能 fit 这同如下亊实有关， 
即磁场与电场不同，它对电荷不做功. 

假如场强在空间所有点上都一样，那么这样的场称为均匀场.让我们用 
场强五来表示一个均匀电场的标势.很容易证明，对于一个均匀场来说， 



(19.3) 


实际上，因为五是常量，所以 S /( E - r ) = ( E - V)r = E . 

均匀磁场的矢势可以用场强表 示为： 

A = l-H xr . 

2 

事实上，我们注意到 H = const ， 利用矢最分析中熟知的公式可得 


(19-4) 


rot {H x r ) = Hdivr — (H - V)r = 2 H 


( 注意 ， divr = 3). 

均匀磁场的矢势也可以选择为下列 形式: 


A x = —Hy 、 A y = A z = 0 


( 19 . 5 ) 
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( 选择2轴沿着//的方向）.很容易证明，这样选择了 A ，我们就有// = rotA . 
按照变换式 （18.3), 势（19.4> 和 （19.5) 彼此之间的差为某个函数的梯 度：由 
(19.4) 加上 ▽/ 就得到 （19.5), 式中 / = - xyH /2. 

习 题 

在相对论力学中，写出恒定电磁场内粒子轨道的变分原理（即莫培督原 

理）. 

解： 莫培督原理可表述 如下： 假如一个粒子的能量是守恒的（在一个恒 
定场内运动），那么，它的轨道可从下面的变分方程 确定： 



其中 P 是粒子的广义动量，这个广义动量 P 可以用能量及坐标的微分来 表示： 
至于积分就应该沿粒子的轨道进行 （ 见本教程第一卷 §44). 将 P = p + ( e / c)A 
代入，注意 p 与 dr 同方向，我们就得到 

6 J (pdZ -f -A - dr) = 0 ， 

其中 dZ = Vdr 2 是弧元.从 p 2 + m 2 c 2 = 一 e ^ p) 2 来定 p , 我们最后得 
到 



§20在恒定均匀电场中的运动 

现在我们研究电荷 e 在均匀的恒定电场中的运动.我们取电场的方向 
为: r 轴.该运动显然在一个平面内进行.我们取这个平面为叩平面.这时，运 
动方程 (17.5) 变为 

Px = eE, Py = 0 

(上面的一点表示对时间 t 微分）， 所以： 

Px = CEt^ Py = Po* (20.1) 

我们把时间的参考点选在=0的时刻， po 表示粒子在该时刻的动量. 

粒子的动能（场内势能以外的能量）是= cVm 2 c 2 + P 2 ， 将 （20.1) 代 
入，我们求得，在现在这种情况下， 


^kin = V m 2 c 4 + c 2 pg + (ceEt ) 2 = J ^ (ceEt) 2 , 



§21 在恒定均匀磁场中的运动 
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其中，鳥是^ = 0时的鱅 

按照 （9.8) 式，粒子的速度 V = pc 2 /4in . 因而，对于速度 W 

们有 

da : PxC ^ c^eEt 

dt ~ ~ ^2 + (ceE^' 

经过积分，我们求得 _ 

:= ( CeEt ) 2 


士，我 


(20.3) 


(其中我们已经令积分常数等于零） 
为了求得 y , 我们有 


= Vy ^ 
cU (fkin 


Pqc 2 

為 2 + ( ceEt ) 


从而 


沒 = 咢 arsinh £^. 

y eE 


(20.4) 


利用 （20.4) 式通过 y 来表示 L 并将它代入（20.3)，我们得到轨道方程 


如下 


4 cosh ^ 
eE poc 


(20.5) 


由此可见，在均匀电场中一个电荷沿着悬链线运动. 

假如粒子的速度 v < c , 那么，我们可以使 po = m V0 ,^0 = me 2 , 并将 
(20.5) 式展幵为 1/ c 的幂级数.略去高阶项，我们得到 


eE 

2 mvl 


y + const ， 


就是说，电荷沿着抛物线运动，这是我们在经典力学中熟知的结果. 


§21在恒定均匀磁场中的运动 

我们现在来研究电荷 e 在恒定均匀磁场 if 中的运动.我们选择磁场的方 
向为 z 轴的方向.我们将动量 （（9.8) 式） 

Sv 

p= 7 

(式 中# 是粒子的能量，它在磁场中是恒定的）代入运动方程 

p = -V x H， 
c 

①这个结果（对于 Po = oF 同具有恒定“固有加速度”购 = eE / m 的相对论运动问题的解 
一致（见§7的习题）.对于目前的情形，加速度的恒定性与速度 V 沿着场的方向时，洛伦兹变 
换不改变电场这一事实有关 （ 见 §24). 
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就可将其改写成另一种形式.这样一来，运动方程就化成了下面的 形式: 



S dv 
c 2 dt 

: -V X if, 

c 

(21.1) 

或用分量表示为 


v x = WVyi Vy : 

= -ujv x1 心 2 = 0， 

(21.2) 

其中引入了符号 

LJ = 

ecH 

(21.3) 


将 （21.2) 中的第二个方程乘以 i ， 加到第一个方程中，就 得到: 


^( v x + = -\uj(v x + IVy), 


因而 


v x + iv y = ae _lw % 

其中 a 是一个复常数.这个复常数可以写成这样的形式，其中 
及 a 都是实数.因此， 

v x + iv y = Uo /. e ~ i(u;t+ot \ 

将实部与虛部分开，我们得到 


v x = vot cos(ujt + a ), v y = —Vot sin ( a;i 4 - a ). (21.4) 

常数 灿 及 a 都要由初始条件来决定， a 是初相位，至于 r ot ， 则从 （21.4) 

看出 _ 

Vot = yjvi + vl、 

即是说， vot 是粒子在/平面内的速度，而 a 它在整个运动过程中保持不变. 
再次积分 （21.4), 我们得到 


x = xo + r sin(u;t + a )， y = yo + rcos(cjt + q), (21.5) 


其中 


Vot = VQt& = m 
lj ecH eH 


( 21 . 6 ) 


(p t 是动量在/平面上的投影）.从 (21.2) 的第三个方程，我们得到％ =吻 2 ， 
以及 


z = Zo -h Vo 2 t. 


(21.7) 


从 （21.5) 及（21.7)，可以很明显地看出，电荷在均匀磁场中沿着螺旋线 
运动，螺旋线的轴沿着磁场的方向，螺旋线的半径由 （21.6) 式来决定.粒子 
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的速度是常数.在如 2 = 0,即粒子没有沿磁场方向的速度分 M 的特殊情况下， 
粒子就在与磁场垂直的平面内作圆周运动. 

从上面各公式我们可以看出，0；是粒子在与磁场垂直的平面内转动的角 

频率. 


假如粒子的速度很低，那么，我们就可以近似地令# = me 2 . 这时频率 


uj 变为 


eH 

me 


( 21 . 8 ) 


现在我们假设磁场保持均匀，但数值和方向缓慢变化的情形，探究此时 
带电粒子的运动如何改变. 

我们知 道：在 运动条件缓慢变化的情况下，某些被称为“浸渐不变设”的 
量保持恒定.闵为在与磁场垂直的平面内的运动是周期性的，所以积分 



是浸渐不变最，这个积分应该在运动的整个周期内来进行.在我们所讨论的 
情形下，就是沿着圆周来进行（巧是广义动量在这个平面上的投影） ® .将 
巧 = Pt + ( e / c ) A 代人，就得到 




2nc 



A • dr . 


在第一项中我们应注意 P , 的绝对值是常数，其方向沿着 dr , 对第二项 
应用斯托克斯定理，并写出 rot A = if , 则得： 


I = rp t - 

其中 r 是轨道半径®.将 r 的表达式 （21.6) 代入，可得 



(21.9) 


由上式可以看出，对于//的缓慢变化，切向动域外的变化近似与\/互成正 
比. 

① 见本教程第一卷 §49. 一般说来，沿特定坐标 g 的一个周期进行的枳分 /pdg 是浸渐不 

变 tt . 在本情形下，垂直于 H 的平曲内的两个坐标周期一致，我们已经写出的积分/是两个相 
应浸渐不变 M 之和.然而.这些不变 M 每一个单独说来并没有特殊 意义. 因为它们依赖 T 场的矢 
势（非唯一的）选择.由此得 出的沒 渐不变 M 的非唯一性反映了如 F 亊实，当我们认为磁场在全 
空间均匀时，原则上不能决定由《改变所产生的电场，因为它实际上依赖于无穷远处的特定条 
件. 

② 对于给定方向的 H 考察电荷沿轨道的运动方向，我们发现，如果沿 H 看去 • 它是逆时 
针的.所以第二项是负号. 
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这个结果也适用于另一种情况，即粒子在并不严格均匀的磁场中沿螺旋 
轨道运动（使得场在可以同螺旋线的半径和步长相比的距离上变化很小）. 
这样的运动可以看成在随时间移动的圆轨道上进行，场相对于轨道表现为随 
时间变化但却保持均匀.于是我们可以说，垂直于场方向的动设分 u 按照规 
律： P< = v / M 变化，这里 <7是一常数，//是坐标的给定函数.另一方面，正 
如任何恒定磁场中的运动耶样，粒子的能(因而其动 fi 的平方 P 2 ) 保持不 
变.因此动最的纵向分量按照如下公式 变化： 

P? = p 2 - P? = p 2 - CH(x，y，z). (21.10) 


因为我们总是应当有汧>0,粒子穿人场足够强的区域 （ C 7/> p 2 ) 是不 
可能的.在沿场增加方向的运动进程中，螺旋轨道的半径按 Pt / H 成比例地减 
小（即比例于1/# )，而步长比例于列.在达到仍变为零的边界处，粒子被 
反射： 在继续沿相同方向转动的同时，开始朝场梯度相反的方向运动. 

场的不均匀性也导致另一种现象 粒子螺旋轨道的导 引中心 （像称 
圆轨道的中心那样）缓慢地横向移动（漂 移）； 下一节习题3将讨论这个问题. 


习 



将一个带电的空间振子置于均匀恒定磁 场内； 这个振子（在没有置于场 
内时的振动）的本征频率是 u ； 0 , 求它在置于场内后的振动频率. 

解： 振子在磁场（磁场方向沿着2轴）内的受迫振动方程是 


+ U ； qX 


eH 


me 


2/i i/ + ^ly = - 


eH 


me 


Z + LJq 


0. 


用 i 乘第二个方程并与第一个方程相加，得到 


之+喊= 


i—C 

me 


其中^ = a : + it /. 由此可以得到振子在与磁场垂直的平面内的振动频率为 



eH 

2mc 


假如磁场 H 很弱，这个公式就变为 


CJ = 0；0 士 


eH 

2 mc 


沿着场的方向的振动将保持不变. 
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最后，我们来研究在电场及磁场都存在并且都是均匀恒定的情况下 ，一 
个电荷如何运动.我们的讨论只限于粒子的速度 t ;《 c 的情形，因此质点的 
动最 p = mv ; 以后我们将要知道，出现这种情形的必要条件是电场比磁场小 
得多. 

我们选择//的方向为2轴的方向，而选择通过 H R E 的平面 为以平 
面.这时，运动方程 

. _ e „ 

mv = eE H —— v x H 

c 

可以写成如 下式： 

mx = -yH, 
c 

my = eE y — -xH y (22.1) 

c 

7712 = eE z . 


由上面的第三个方程，我们可以看出，电荷以匀加速度沿着2轴方向运动， 
就是说， 

z = 7 ^— + vo z t. (22.2) 

2m 

用 i 乘 （22.1) 中的第二个方程，再与第一个方程联立，我们得到 

+ iy) + iu)(x + \y) = i—E y 
at m 

(lj = eH / mc ). 将 ir + 设当做未知最，上面方程的解就等于上面的方程略 
去等号右边项的解，与该方程保留等号右边项的一个特解之和.第一个解是 
ae~ luJt , 第二个解是 eEy / mu } = cEy/H , 因此， 

x + \y — ae luJt + 

H 

常数 a —般来说是个复数.将它写成 a = 6 e iQ 的形式，其中6及 a 为实数，我 
们可以看出，既然 a 被6_^乘了，那么，只要我们选择时间原点得当，就可 
以赋予相位 a 以任何一个值.我们适当选择时间原点，使 a 为实数.将 i + 吆 
分解为实部及虚部，我们便得到 



= acosut + c 


Ey 

IP 


在 f =0 时，速度沿着： r 轴. 


y = —asinu;^. 


(22.3) 
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我们可以看出，粒子的速度是时间的周期函数.它们的平均值是 




y = 0. 


电荷在正交的电场和磁场中运动的这个平均速度常称为电漂移速度.它的方 
向与两个场都垂直并与电荷的正负无关.可以把它写成矢量 形式： 



cExH 

H 2 


(22.4) 


这一节的所有公式，都假设了粒子的速度比光速小 得多； 可以看出，为 
了实现这种情形，特别要求电场与磁场必须满足下面的 条件： 

j 《1， （22.5) 


Wi E v 及 H 的绝对大小可以是任意的. 

将方程 （22.3) 再积分一次，并这样来选择积分常数，使当 f = 0时 ， a : = 


y = 0, 我们就可得到 


a • cE Va 

— sin ut H — — t , 
uf H 


y = — (cosu;^ — 1). 


( 22 . 6 ) 


将以上二式看做一个曲线的参数方程，这两个方程定义一条次摆线.至 
于轨道在： ry 平面上的投影到底是如图 6 a 还是如罔 6 b 所示的，那就得看 a 
的绝对值是大于还是小于 cEy / H . 




图 6 
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mn a = -cE y /H. 那么 ，（22.6 ) 就变为 


x = — sin ujt) y 

OJrl 

y = ^( i - cosu ；«), 

就是说，轨道在 ary 平面上的投影是一条旋轮线（图 6c). 


(22.7) 


习 


题 


1. 求电荷在平行均匀电场和磁场中的相对论运动. 

解： 磁场对沿五和 i / 共同方向 U 轴）上的运动没有影响，因而2方向 
上的运动只在电场的影响下 发生； 于是根据§20,我们 得到： 


Z 


^kin 

~eE y 


^kin = Y^o 2 + (ceEt) 2 


对于:/平面上的运动，我们有方程 


Px = 一 H Vy ， f)y = H Vx 


c 


c 


或 


d 


eH 


\eHc 


+ ipy) = -i—(v x + IVy) = (Px + ip y ). 


由此得 


Px + ip y =p t e^ lif y 


式中仍 是动量在 ： T 2 /平面上投影的恒定值，而辅助量 p 由如下关系决定 


= eHc 


dt 


^kin 


由此 


,^0 . , ^ 
^ = ^ Smh 


⑴ 


然后我们有 


Px + ipy = Pte 


up 


Ain / . … •、 eH d(x + i^) 


c 2 


(x + iy) 


c d^p 


所以 


x 


m sin<p ， y=^cos^ 


eH 


eH 


( 2 ) 


公式 （1),(2) 和公式 


《0 


2 = a cosh I … 


( 3 ) 
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一起以参数形式决定了粒子的 运动. 轨道是一条螺旋线，半径为 cpt / e / Z , 步 
长单调增加，粒子沿着该螺旋线以减小的角速度 tp = eHc/S Wm 运动，沿2轴 
的速度趋向值 C . 

2. 求电荷在相互垂直且数值相等的电场和磁场中的相对论运动①. 

解： 选2轴沿 H 方向，2/轴沿方向，令 E = //， 我们写出运动 方程： 


dp a 






eE 


( l - 


Vx\ 


dp 2 

dt 


0 


以及——作为它们的结果 


(17.7) 式： 


d^kin 

dt 


= eEvy . 


由这些方程，我 们有: 


Pz — Const ， ^kin 一 


const = q . 


再用方程 


<k 2 in - ° 2 PI = (爲 in + Cp x )(^ kin ~ Cp x ) = C?p 2 y + £ 


2 


(式中 e 2 = m 2 c 4 + c 2 pl = const ) 我们有 


^kin 


土 (cV〆)’ 


所以 


^kin 


Px = ~ 


Q C 2 pl + £ 2 

- 1 --- 

2 2 a ， 

Q C^pl + £ 2 

- -f- - 

2 c 2ac 


我们进一步写出 




dPy 
d 亡 


eE [ <^kin - ^ km Vx ) = e£^(^kin - cpx) = eEa, 


c 


由此 


2eEt 




( x + + ^ p y 


为了决定轨道，我们在方程 


dx c^p x 

石 = 1 ， … 


⑴ 


①相互垂直而数值不等的 E 和《场中的运动问题，可以通过适当的参考系变换，化为纯 
电场或纯磁场中运动的问题，见 §25. 



§22 电荷在均匀恒定的电场和磁场中的运动 


• 67 • 


中作变量代换，对变量仏使用关系式 = # kin dp y / eEa , 之后积分给出 公式： 

c 

X= 2ei 

V = 2^E p2 »' 2 = ^ P# ' ( 2 ) 

公式 （1) 和 （2) 以参数形式（参数 p w ) 完全决定了粒子的运动.请注意如下 
事实，速度在垂直于五和 H 轴的方向 U 轴）增加得最快. 

3. 试求非相对论带电粒子在准均匀磁场中轨道导引中心的漂移速度 （ H . 
Alven , 1940) • 

解： 我们首先假设粒子在圆轨道上运动，即它的速度没有（沿着场的） 
纵向分量.写出形如 r = H ⑷+<⑷的轨道方程，式中 R ( t ) 是导引中心的径 
矢（为时间的缓变函教），而 C ( t ) 是一快速振荡的量，描述围绕导引中心的转 
动.我们在振荡的（圆）运动周期内对作用于粒子上的力 （ e / c)f x H ( r ) 进行 
平均（比较本教程第一卷 §30). 将这个式子中的函数 / f ( r ) 以 C 的幂 展开： 


1 + + 


6a 2 eE 


Pi 


H ( r ) = H ( R ) + (C - V ) H ( R ). 

平均后，振荡量 C ( t ) 的一次项为零，而二次项产生一附加的力 




对于圆轨道 


• 

C = ujC x n ， C = —， 

UJ 


式中 n 是沿 if 的单位 矢量； 频率 u ; = e /// mc , r 丄是粒子圆周运动的速度.矢 
量 < 在一平面内转动（该平面垂直于 n ), 其分量乘积的平均 值为： 

CaC/3 = 

式中是这个平面内的单位 张量. 结果我们 得到： 


/ = - 


mv 


2 


2 H 


(n x V ) x H . 


由于恒定场 H ( R ) 满足方程 divif = 0和 rotH = 0 f 我们有 


{n x V ) x H = — ndiv if + (n • V)/f + n x rot ff = (n • V)/f 


=/ f ( n . V)n + n(n •▽//)• 
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我们对垂直于 n , 产生轨道漂移的力感 兴趣； 它 等于： 


/ = 


mv 


27 ^ 


式中 p 是场的力线在给定点的曲率半径 ， p 是从曲率中心指向该点的单位矢 
量. 

粒子也具有纵向速度 (沿着 n ) 的情况 可以化 为上述情形，只需我们 
换到绕力线（导引中心的轨道）的瞬时曲率中心转动的参考系即可，转动的 
角速度为 v \\ jp . 在这个参考系中，粒子没有纵向速度，但有一附加橫向力，即 
离心力 umvyp . 因此，总的橫向力是 


/丄 


2 


令 ). 


这个力等价于强度为 f ±/ e 的恒定电场.按照 （22.4), 它引起轨道导引中 
心的漂移，速度为 

Vd = i( v 'i + 4) I/Xn - 

这个速度的正负号依赖于电荷的正负号. 

§23电磁场张量 

在§17中，我们从写成三维形式的拉格朗口量 （16.4) 导出了电荷在场内 
运动的方程.现在我们直接从写成四维形式的作用量 （16.1) 导出同样的方程. 
最小作 用量原理是： 


65 = 6 


J (― mcds — - Aidx 1 ^ — 0. 


(23.1) 


注意到 ds = 我们便求得（为了简便起见，下面我们略去积分限 a 

和 6) : 


6S 


/( 


mc dx^ + £ 域 / + ㈤ 

as c c 


将被积函数中前两项作分部积分，并且在第一项中令 dxi/ds = Ui ,其中 
是四维速度的分量.于是， 


J (mcdt*i6j： 1 + -bx l dAi — -bA{dx l ^j — (mcuj + -A^j bx l = 0. 


(23-2) 


由于积分的变分是在两个边界具有间定坐标值的条件下取的，上式中的第二 
项等于零， 此外： 

6 木 = dAi = 


因此 
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f ( mcduibx 1 + -^^ bx l dx k — = 0. 

J \ c ax K c ox K ) 


在第一项中，我们写 dw , 


dui 

ds 


ds ; 在第二和第三项中，我们写 da * 2 = ttMs ; 在 


第三项中将指标 i 与 A •交换（因为 i 和 / c 都是求和指标，所以交换以后什么 
也不改变）.于是， 


me 


dui e (dAk dAi 
ds c V dx l dx k 


k 


= 0 


由于 6；^ 的任意性，我们可以推断，被积函数必须为零，即 


me 


di^i e / dAk dAi \ 
ds c \ dx i dx k ) 


0. 


现在我们引入下面的 符号: 


Fik = 


dAk dAi 
dx { dx k 


(23.3) 


反对称张 W 称为电磁场张量.这样一来，运动方程取下面的 形式: 


me—— 

ds 



(23.4) 


这就是四维形式的电荷运动方程. 

将次= (#，- A ) 的值代入定义式 （23.3), 我们很容易看出张设的各 
个分锨的意义.结果可以写成一个矩阵，其中指标 i = 0,1，2,3表示行，指标 A : 
表示列： 


Fik : 


" 0 

E x 

Ey 

E : 


0 

一 E x 

一 E y 

- E ； 

- E x 

0 

-H z 

H v 

， F ik = 

E x 

0 

-H z 

Hy 

_ E v 

H z 

0 

-Hx 

r 

Ey 

H z 

0 

-H x 

- E z 

mm 

- H y 

H x 

()■ 


E z 

• 

- H y 

H x 

0 


03 . 5 ) 


上式可以更简洁地写成（见 §6) : 


F ik = (E,H), r k = {^E y H). 


由此可见，电场强度与磁场强度的分量是同一四维电磁场张量的分量. 
改变到三维符号，容易验证 ，（23.4) 的三个空间分量 （i = 1,2,3) 与矢 M 
运动方程 (17.5) 相同，而时间分 M (i = 0) 给出功方程 （17.7). 后者是运动 
方程的 推论； 四个方程中只有三个独立这一事实，也容易通过直接将 （23.4) 
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两边乘以 W 发现. 由于四维矢量 U 1 和 dm / ds 的正交性，此时方程的左边为 
零，而由于的反对称性，方程的右边为零. 

假如在变分 6 S 中，只考虑真实的轨道，那么 ，（23.2) 中的第一项就恒等 
于零.这时，第二项（其中积分上限认为是变化的）给出作为坐标函数的作用 
量的微分.因之 

65 = — ymcui + bx % . (23.6) 

由此可得， _ 

dS e A e A … 

一 = rncui + = Pi + -A{. (23.7) 

ox 1 c c 

四维矢量- as / 是粒子的广义动量四维矢 量巧. 代入分 量值仍 和烏， 
我们 求出： 

Pi = (^ in (23.8) 


正如预期，这个四维矢 W 巧的三个空间分 M 构成三维广义动量矢量 （16.5), 
其时间分量是 #/ c , 其中#是电荷在场中的总能量. 


§24场的洛伦兹变换 


在本节内，我们将寻找场的变换公式，利用这些公式，假如在某一个惯 
性参考系内场是已知的，在另一个惯性参考系内，我们也能够决定这个场. 
势的变换公式可以直接从四维矢量的变换通式 （6.1) 得出.只需记起 


= ( ip , A ) ,我们就很容易得到 

V V 

〆 + -A! x A! x ^ -V 

^ = ~ I ^ - 2，~ ~/ = 乂 !/， = (24.1) 

反对称二阶张量（如 F ik ) 的变换公式可以从§6的习题2 找到： 分量 
F 23 和… 1 不变，而分量 F 02 ，， 3 和 F 12 , F 13 分别像/和: r 1 一样变换.按照 
(23.5) 把户的分量用场五和//的分量来表示，我们就得到电场的变换公 
式： 


E x = 

和磁场的变换 公式： 

H x = H f x1 



(24.2) 


(24.3) 
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因此，电场与磁场，正如大多数的物理量一样，是相 对的； 就是说，它 
们在不同的参考系中有不同的特性.特别是，电场或磁场在一个参考系中可 
以等于零，而同时在另外一个参考系中却又存在. 

公式 （24.2) 和 （24.3) 在 V 《 c 的情况下将大大简化.精确到 K / c 的数 
设级，我们有 


E x = K ， E y = E f y + E Z ^ E ' Z - 

H x = H y = H f y - - E ^ = if ； + - E f y . 

这些公式可以写成矢量形式 

E = E ， + -H r xV ， H = H f -^E f x V. (24.4) 

c c 

从到 k 的逆变换公式可以通过改变 v 的符号并移动撇号直接由 
(24.2) — (24.4) 求得. 

假如在 r 系中磁场 /T = 0,那么，根据 （24.2) 及（24.3)，我们可以很 
容易验证，在 K 系中，电场与磁场之间存在着下面的 关系： 

. H=-V x E. (24.5) 

c 

假如在系中， E f = 0, 那么，在系中 

E = -W x H . (24-6) 

c 

因此，在以上两种情况下，电场与磁场在 k 系中都是相互垂直的. 

反向应用这些公式也是有意 义的： 如果场五和 h 在某个参考系 K 中相 
互垂直（但数值不等），那就存在一个参考系 A ' 其中场是纯电场或纯磁场. 

这个系统的速度 V (相对于 ZO 垂直于 E 和//，并在数值上等于 cH/E 
(这种情况必须有 H < E ) ， 或者等于 d ?///( E < //的情形）. 

§25场的不变量 

从电磁场张 M 我们可以造出一些不变域，这些不变 tt 在从一个惯性参考 
系过渡到另一个惯性参考系时保持不变. 

从场的四维表示出发，用反对称四维张 M F ik ,容易得出这些不变量的 
形式.显然我们可以从这个张 M 的分域构造如下不 变量： 


F ik F ik =不变量， 
e iklm F ik F lm =不变量， 


(25.1) 

(25.2) 
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式中是四阶全反对称单位张 M (见 §6). 第一个 lit 是标设，而第二个 M 
是赝标童（张量 pa 同其对偶张量的乘积 

用 （23.5) 借助 JE ； 和//的分量来表示，容易证明，在三维形式下，这 
些不变 量为： 


H 2 - E 2 = inv , (25.3) 

E • H = inv . (25.4) 

其中第二个的赝标 M 特征从如下事实可以肴出，它是极矢址 E 和轴矢 M // 
的乘积（尽管其平方 (E H ) 2 是一个真标最）. 

从上面得到的两个表达式的不变性，我们得出如下定理.如果电场和磁 
场在任一惯性系中相互垂直，即 E H = 0 , 那么它们在其他每个惯性系中也 
垂直.如 果五和 H 的绝对值在任一惯件系中彼此相等，那么它们在任何其他 
惯性系中也相等. 

下面的不等式也显然成立.如果在任一参考系中 E > H (或// > E ), 
那么在每个其他参考系中也有五>// (或打 >£：). 如果在任一参考系中矢 
ME 和//成锐角（或钝 角）， 那么它们在每个其他参考系中也成锐角（或钝 
角）. 

借助洛伦兹变换，我们总可以给予和 H 任何任意的值，唯一的附加 
条件是 E 2 - H 2 和五 •// 具有阂定值.特別是，我们总可以找到一个惯性系， 
其中电场和磁场在给定点彼此平行.在这个参考系中五_// = £：//，并 且从下 
面两个方程 

E 2 - H 2 = El - Hi ， EH = E 0 - H {) 


我们可以求出五和 H 在这个参考系中的值 （ Eo 和 Ho 是在原来参考系中的 
电场和磁场）. 

两个不变量都为零的情形除外.在这种情形下，五和 H 在所有参考系中 
都相等并且相互垂直. 

如果 £；.// = 0,我们总可以找到一个参考系，其中五= 0或者 H = 0 
(依 E 2 - 付 2 <或>0而定），即纯磁场或纯电场.反之，如果在任一参考系 
中 E = 0 或者付= 0,则它们在每个其他参考系中都相互垂良，这与上节末 
的论述一致. 

我们还将用另外的方法来求解反对称四维张量的不变 M . 特別是，从这 
个方法我们将看到 ，（25.3) 和 （25.4) 实际上是仅有的两个独立的不变玷，同 

①我们注意到，赝标 tt (25.2) 也可以表示为一个四维 敗度: 



这一点 n 〖以通过 e * fc , - 的反对称性容易得到验证. 
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时我们将阐明，在应用于这样一种四维张铤时，洛伦兹变换所具有的富有教 
益的数学性质. 

我们来考虑复矢量 

F = E + iH . (25.5) 

用公式 （24.2) — （24.3)，容易看出，对于这个矢量的洛伦兹变换（沿: r 轴）具 
有形式 


F x — FJ , F y = Fy cosh </? — iF : sinh if = F ; cos 'up — F' z sin hp , 

y (25.6) 

F z = F f z cos \<f -h Fy sin i <^, tanh ip = — . 

我们看到，对于矢 MF 来说，在四维空间打平面内的转动（就是这个洛伦兹 
变换），等价于在三维空间 W 平面内转动一个虛角.四维空间内所有可能转 
动的集合（也包括绕: r ,?/ 和2轴的简单转动），等价于三维空间内转动一个 
复角的所有可能转动（这里四维空间内的6个转动角，相应于三维空间中的 
3个复转动角）. 

矢敁在转动下的唯一不变量是它的 平方： F 2 = E 2 - i / 2 + 2 iF / f . 因此， 
实量五 2 —// 2 和 £；• if 是张置仅有的两个独立的不变量. 

如果 F 2 /0, 矢量 F 可以写成 F = an , 式中 n 是复单位矢量 （ n 2 = 1). 
通过适当的复转动，我们可以让 n 指向一条坐 标轴； 显然 n 变为实并决定了 
两个矢量 E 和 if 的方向 ： F = ( E ^\ H ) n . 换言之，我们得到£；和 if 彼此 
平行的结果. 

习 题 

有一个参考系，在其中，电场与磁场是相互平行的，试求这个参考系的 

速度. 

解 :满足所提条件的参考系有无 穷多. 假如我们找到一个这样的参 
考系，那么，相对这个参考系的运动速 度沿着 五及的共同方向之任何其 
他参考系，也都具有同样的特性.因此，我们只需找到这些参考系中的一个 
就 够了，这个参考系有与两个场都垂直的速度.选择速度的方向为 r 轴的方 
向，利用这个事实，即在中埏=//; = 0,= 0,我们借助 
于公式 （24.2) 及 （24.3) 得到参考系相对于原来参考系的速度 V 的方程 
如下： 

V 

~ ExH 

V 1 = E 2 + H 2 

1 + 

(在二次方程的两个根中 自然应 该选择 K < c 的那一个 恨）. 
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§26第 一 对麦克斯韦方程 

从场 E R H 的表达式 


rr - _ 1 3A . 

H = rot A , E = --- grad e /?， 

c ot 

很容易得到仅含有 五及 / f 的方程.为了做到这一点，我们来求 TOtE： 

rot E =盖 rot A - rot grad 

c ot 


但是任何梯度的旋度都为零，所以， 


rot E = — 


dH 

"5T. 


(26.1) 


取方程 = 两边的散度，并且记起旋度的散度等于零，我们便得到 


div H = 0. (26.2) 

方程 （26.1) 及 （26.2) 称为第一对麦克斯韦方程©我们要注意，这两个 
方程还不能完全确定场的特性.这一点可以从这个事实清楚地看出来，即它 
们决定了磁场对时间的变化（即导数 dH/dt ) ,但是并没有决定导数3五/执. 
方程 （26.1) 及 （26.2) 可以写成积分形式.按照高斯定理， 

J div HdV = j H - df , 

此式右边的面积分是沿着包围着左边体积分所涉及之体积的封闭曲面而取 
的.基于 （26.2), 我们得到 

^ H df = 0. (26.3) 

①麦克斯韦方程组（电动力学的基本方程)是麦克斯节在 I860 年首先迮 立的. 
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一个矢量在一个曲面上的积分称为通过该曲面的矢置的通置.因此，磁场通 
过每个封闭曲面的通 M 为零. 

按照斯托克斯定理， 


J rot E - df = f E . dl 、 

此式右边的线积分是沿着包围左边面积分所涉及之曲面的闭合回路而取的. 
沿着任一曲面积分 （26.1) 式的两边，我们便求得 



(26.4) 


一 个矢量沿着一条闭合回路的积分，称为该矢敁沿该闭合回路的环流.电场 
强度的环流也称为该回路内的电动势.所以任何回路内的电动势，等于穿过 


由该回路所包围的曲面的磁场强度通量的时间导数的负值. 


麦克斯韦方程 （26.1) 及 （26.2) 可以写成四维形式.用电磁场张量的定义 


Fik = 


dAk _ dAj 
dx i dx k 


很容易验证 

dx l dx l dx k 


(26.5) 


左边的表达式是一个三阶张量，它对所有三个指标都是反对称的.只有那些 


/ 的分量才不等于零.将 （23.5) 式代入，很容易验证这四个方程正好 
就是方程 （26.1) 及 (26.2). 

将这个三阶反对称四维矢 域乘以 e iklm 并就三对指标缩并，我们可以构 
造与其对偶的四维矢量（见 §6) • 因此 （26.5) 可以写成形式 


p iklm 8Flm _ 

e dx k 


这明示独立的方程只有四个. 


(26.6) 


§27电磁场的作用量 

由电磁场和场内的粒子所组成的整个体系的作用量&应当包含有三个 
部分： 

S = Sf + S m + S m f . (27.1) 

其中 Srn 是作用量中仅仅与粒子的性质有关的一部分.这部分作用 S 不是別 
的，就是自由粒子的作用量.单个自由粒子的作用量由 （8.1) 式给出.如果有 
几个粒子，它们的总作用量就是单个粒子的作用量之和.因此， 

S m = - J 2 mC ( ds . (27.2) 
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5 mf 是作用 ■中 与粒子及场之间的相互作用有关的那一部分.按照§16, 
对于粒子系统我 们有： 

5 mf = - ^ | A k dx k . (27.3) 

在这个和的每一项中，八 t 是相应粒子所在的那个时空点处场的势.和数 S m + 
5 mf 是我们已经熟悉的电荷在场内的作用坫 (16.1). 

最后 ，汾 是作用 M 中仅仅与场本身的特性有关的那一部分，就是说，汾 
是场在没有电荷时的作用量.到现在为止，因为我们仅仅注意/电荷在某一 
给定电磁场内的运动，没有注意到与粒子尤关的量汾，因为这一项并不能影 
响粒子的运动.但是，假如我们要寻找决定场本身的方程，这一项倒是必需的 
了.这是同下列事实相对 应的： 从作用量的 + 这部分，我们只能求出 
场的两个方程，即 （26.1) 及（26.2)，要由这一对方程完全决定场是不够的. 

为了 建立场的作用 M S f 的形式，我们从电磁场如下非常重要的性质出 
发.实验表明，电磁场满足所 谓叠加原理. 这个原理可以叙述如 下：一 个电荷 
系统所产生的场，是每一个电荷单独所产生的场简申.相加的结果.这就是说， 
在每一点的总场强等于在该点的各个场强的（矢量）和. 

场方程的每一个解给出一个在白然界中存在的场.按照務加原理，任何 
这样一些场的和也必须是一个在 A 然界中存在的场，这就是说，必然满足场 
方程. 

大家知道，线性微分方程恰恰具有这个特性，即任意一些解的和也是一 
个解.因此，场方程必须是线性微分方程. 

从这个讨论可以推断，在作 用最汾 的积分号内，必定有一个场的二次 
式.仅仅在这种情形下，场方程才是线 性的； 因为场方程是由作用量的变分 
得来，而在变分的过程中，积分号内的式子的幂将要减小一. 

势不能包含在作用内，因为它们还没有唯一地被确定（在 《 S mf 中， 
缺乏这样的唯一性 并不重 要）.因此， S f 应当是电磁场张量的某闲数的 
积分.但是作用量必须是一个标量，闪而必须是某一个标量的积分.这样的量 
只有乘积 F ik F ik •① 

® 5,中积分号下的闲数必须不包含 F tfl 的导数， W 为除坐标以外 ，拉格 朗 H 量只能包含坐 
标对时间的一阶导数.在这种情形下，场的势 / U . 起符“坐标"（即最小作用原理中被变分的变 
玷）的作用.这与力学中的怙形类似，即力学系统的拉格朗日 M 只次 粒子的坐标和它们对时间的 
一阶导数. 

至丁•域 e ' klm F tk F lm (§25>,(正如§25第一个脚注指出的耶样）它是一个完全的四维敗度， 
所以把它加到 S f 中枳分号下的表达式里不会影响“运动方程”.有趣的是.这个楗已经从作用 
设中被排除，理由与它是赝标试而非真 标量这-情况 无关. 
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因此，汾必须有下面的 形式： 

S { = a JJ F ik F ik dVdt , dV = dxdydz , 

其中积分应该遍及全部空间和已知的两个时刻之间的时间间隔 ； a 是 某一常 
数.积分号内的 W 是= 2(// 2 - E 2 ). 场 E 包含导数 dA / dU 然而很容 
易看出， ( dA / dt ) 2 必须带着正号出现在作用 M 内 （ W 而 E 2 必须有正号）.因 
为假如 ( dA / dt ) 2 带着负 ㊁ 出现在 S f 内，那么，势对时间的变化要是足够快 
的话（在我们研究的时间间隔以内），我们总能够使 S f 变为绝对值任意大的 
负 M . 因此，汾不能有最小作用量原理所要求的最小值.因此， a 必须是负数. 

a 的数值与场的测 M 单位的选择有关.我们注意，当以及场的测量单 
位选定了以后，所有其他电磁量的测量单位也就确定了. 

从现在起，我们将采用 高斯单位制， 在这个单位制中， a 是一个无量纲 
的量，其数值是一 1/(16 ji ) ①. 

因此，场的作用量有下面的 形式： 


Sf = 1 

16 jtc J 

( FikF lk df2, d /2 = cdtdxdydz. 

(27.4) 

在三维形式中， 

-JJ\e2 一 H ， 此 


Sf = 

(27.5) 

换句话说，电磁场的拉格朗 H 最是： 


U 

O - 好 2)dv . 

(27.6) 


场连同其中的电荷的作用量有下面的形式： 

5 = -^ J mcds - J 2 J ^ kdx k - J F ik F ik df 2. (27.7) 

我们要注意，现在并不像在推导一个电荷在给定场内的运动方程耶样假 
设电荷很小.因此，及是指实际的场.即外场加上电荷本身所产生的 
场； 现在及与电荷的位置和速度有关. 

§28四维电流矢量 

为了数学上的便利，我们时常不把电荷看做为点，而设想它们是在空间 
中 连续分布的.这时我们可以 引入电荷密度 P ， 使 pdV 等于体积 dV 所包含 

①除高斯单位制外.还有赫维赛德单位制,其中 a = -1/4. 在这个中 •位 制中，场方程将有 
比较便利的形式 （471 不出现>， m 是另一方【6], &却出现在厍仑定汴 内. 反之，仵高斯单位制中, 
场方程包含着41但造库仑定律却有简单的 形式. 
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的电荷.密度 p —般是坐标和时间的函数.在某一个体积内取的体积分 JpdV 
等于该体积内的电荷. 

这里，我们必须记得，电荷实际上是点状的，因而除了点电荷所在点以 
外密度 p 都是零，而积分/ pdV 必须等于在给定体积内的所有电荷之和.因 

而 P 可以利用6函数写成下面的形 式①： 


P = ^2e a b(r -r a ), 

a 


( 28 . 1 ) 


此式对所有电荷求和 ，而〜 是电荷 e a 的径矢. 

从电荷的定义可以知道，粒子的电荷是一个不变 M ， 即是说，电荷与参 
考系的选择无关.另一方面，密度 p —般来说并不是不变量，不变的仅仅是乘 
积 pdV . 

用 dx l 乘鱗式 de = pdV 的两边得 


dedx 1 = pdVdx 1 = pdVdt 


dx ^ 

dt 


左边是一个四维矢量（因为 de 是一个标讨，而 dk 是一个四维矢 M ). 这就 
意味着右边也是一个四维矢量.但 dVdi 应当是一个标 M , 所以 〆 drVdO 是 

①6函数 b ( x ) 可定义如下：当 x #0 时， 6( x ) = 0; A ：r = 0时， 6(0) = oo , 且使得积分 



6(x)dx = 1. 


从这个定义，可以推断出下面的 特性： 假如 /( x ) 是任意的一个连续闲数.那么 



f(x)6(x — a)dx = /(a); 


( 1 ) 


⑺ 


其中一个特殊情况是 



f(x)6{x)dx = /(0) 


(3) 


( 然.积分限不一定是土00,积分的区间可以足任 何包含 6闲数不为零的点的范 f 旬）. 

我们再写出两个6函数的等式.这两个等式的意思是，它们的左6两边在积分号内作 N 子 
时给出同样的 结果： 


6(—x) = 6(x) t 


6(ax) = — -6(x)* 


(4) 


M 后耶个等式是如下史普遍关系的 特例: 


b [ ip ( x )\ = 


1 


&(;r - ai), 


(5) 


式中 ^( x ) 是中值函数（其逆并不 单值） 而…是方程 p ( x ) = 0的裉. 

类似于定义一个变 M ： r 的 b ( x ). 我们可以引入三维6函数 6 ( r ). 这个函数除 r 在三维空间 
坐标的原点外，都是零，而其遍及全部空间的积分值是 1. 显然我们可以用乘积 6( ar )6( y )6 U ) 来 
表示这样的一个函数. 


§28 四维电流矢置 
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一个四维矢量.这个矢量（我们用/来表术）称为四维电流 矢置: 


3=9 


dx l 
d 亡 


(28.2) 


这个矢量的空间分量构成电流密度矢量， 


J = pv 


(28.3) 


其中 v 是处于给定点的电荷的速度.四维矢量 （28.2) 的时间分量是 cp . 因此， 


f = { cpj ). 


(28.4) 


全部空间中的总电荷等于遍及全部空间的积分 J pdV . 我们可以将这个 
积分写成四维 形式： 


pdV 


j°dV 




\i 


fdS x 


(28.5) 


其中积分应该遍及整个与 / 轴垂直的四维空间的超平面（这个积分显然就 
是遍及整个三维空间的积分）.一般说来，遍及一个任意超曲面取的积分 


\i^ 


dS, 


是世界线通过该曲面的那些电荷之和. 

我们将四维电流矢最引人作用量的表达式（27.7)，并对该式中的第二项 
进行变换.引人以密度 p 连续分布的电荷来代替点电荷 e ， 我们必须将该项 
写成 

1 r 

pAidx l dV } 

用遍及整个体积的积分来代替电荷之和.将其改写成形式 

p — AidVdt , 


dt 


我们看出这一项等于 




Aij l dQ 


因此作用贵 S 取下面的 形式： 


5 = A^df ? -士 J F ik r k dQ 


(28.6) 
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§29连续性方程 


在某一个体积内的电荷对时间的变化取决于导数 


d 

di 



另一方面，单位时间内电荷的变化取决于单位时间内离开这个体积而走 
到外面去的电 M , 或者反过来，由外面进入这个体积内的电量.在单位时间 
内经过包围该体积的曲面的面元 d / 的电荷等于 pv - df . 此处 V 是电荷在 
面元 d / 所在的空间点的速度.矢 M d / 如通常一样，沿着曲面的外法线方 
向，就是说沿着由所考虑的体积指向外面的法线的方向.所以假如电荷离开 
体积， wd / 为正； 假如电荷进入体积， ^. d / 就为负.因此，在单位时间内 

离开给定体积的总电荷是 / wd /， 此处的积分必须遍及包围这个体积的整 

个封闭曲面. • 

从这两个表达式相等，我们得到 

^ J P<\V = - fpv.ilf. (29.1) 

右边出现了负号，因为假如在一个给定体积内总电荷增加的话，左边就是正 
的.方程 (29.1) 称为连续 性方程 ，这个方程是用积分形式来表示电荷守恒的. 
注意到 pi ； 是电流密度，我们可以将 （29.1) 改写为 

l t JpdV = _^ j . df . (29.2) 


我们再来将这个方程写成微分形式.为此，在 （29.2) 式的右边应用高斯 
定理： 


= J divjW , 


我们得到 


/( diVJ + S) 


dV = 0. 


因为这个方程对于在任意休积上取积分都是有效的，所以被积函数必须 
为零： 

divj + ^=0. (29.3) 


这就是连续性方程的微分形式. 

很容易验证，以6函数形式表达 p 的 (28.1) 式自动地满足方程 （29.3). 
为简便起见，假设总共只有一个电荷，则 


p = eb(r — ro). 


这时电流 j 是 


§29连续性方程 
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3 = ev 6 (r - r 0 )， 

此处 V 是电荷的速度.现在我们来确定导数 5 p / 汍.电荷运动时，它的坐标要 
改变，即矢量 r Q 要改变.所以 


dp _ dp 
dt dro 


dr 0 

^di 


但是 ^ ro / 汍恰是电荷的速度 t ;. 此外，因为 p 是 r - nj 的闲数，所以 


dp _ dp 
dro dr 


因此 


I - 


—v - grad p — 一 div {pv). 


(电荷的速度 v 当然与 r 无关） . 闵此，我们得到了方程 （29.3). 

很容易验证，连续性方程 （29.3) 可以用四维形式表述为，四维电流矢量 
的四维散度等 于零： 

^ = ° - ( 294 ) 


在上一节中我们已经看出，全部空间中的总电荷可以写成 


J fdSi, 


这个积分应该遍及超平面: r u = const . 每一时刻，总电荷都由这样一个遍及 
与/轴垂直的不同超平面的积分给出.很容易验证，方程 （29.4) 实际上可 
导出电荷守恒定律，即不论我们在哪一个超平面/ = const 上取积分，积 

分都是一样的.在这两个超平面上的积分之差，可以写成 

丰 fdS ” 此处的积分是沿整个封闭的超曲面而取的，而这个封闭的超曲面包 

围着我们所考虑的两个超平面之间的四维体积（这个积分与所求之差的区別 
是一个沿无穷远的“侧”超曲面的积分，但因在无穷远处没有电荷，所以后 
面那个积分为零）.利用高斯定理（6.15)，我们可以将这个积分转换为一个遍 
及两个超平面之间的四维体积的积分，从而验证 


^ fdSi 



dj 


dx 


rd/2 = 0. 


(29.5) 


上面的证明显然对任意两个积分 


I jldSi 


都是有效的 


此处的积分是遍 


及任意两个无限超曲面（不仅是超平面 const ), 每个超曲面都包括整个 
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(三维）空间.由此得到下面的结论，即积分 j l dSi 不管是沿着哪个这样 

的超曲面而取的，其值实际上是相同的（等于空间中的总电荷）. 

我们已经提到过（见§18的脚注），电动力学方程的规范不变性和电荷守 
恒定律之间存在着密切联系.现在让我们用形如 （28.6) 的作用 ft 表达式再次 
证明这一点.用 Ai - df / dx i 替换将积分 

hj ji ^ An 

加到这个表达式的第二项.它正好就是以连续性方程 （29.4) 表达的电荷守恒. 
它使我们能把被积函数写成四维散度 difj ^/ dx ^ 然后用高斯定理，沿四维体 
积的积分就换为沿闭合超曲面的 积分； 对作用量变分时，这些积分为零，因 
此对运动方程没有影响. 


§30第二对麦克斯韦方程 


在利用最小作用 M 原理来推导场方程时，我们应当认为电荷的运动是已 
知的，而只变分势（这里看作系统的“坐标 ”）； 另一方面，在推导运动方程 
时，我们又认为场是已知的，而只变分粒子的轨道. 

所以 （28.6) 式中第一项的变分是零，而在第二项中，我们不能变分电流 
因此， 


65 


+ -F-6F. 


di? = 0 


(式中我们已经用了 F ^ k bF ik = F ik bF lk 这个结果）•将 


F ik 


dAk dA 


dx i dx k 


代入，我们就得到 


6S = —— 




在第二项中，我们将指标 i 同 A : 交换，其中是求和指标，此外用代 
替 F ki ， 于是我们得到 




d 


dx k 


6A ^ dQ. 


将第二项作分部积分，换句话说，就是应用高斯 定理： 

65 = -i [ { + Mid /?-- i - / F ik bAidS k 

c J ^ c 4 jc ox k J 4 jic J 


(30.1) 


§30 第二对麦克斯韦方程 
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在第二项中，我们应当取它在积分限上的 m . 坐标的积分限是在无穷远处，在 
无穷远处的场为零.在时间的积分限上，就是在给定的初时刻与末时刻，势的 
变分为零， 闲为 按照最小作用 s 原理的意思，势在这两个时刻是给定的.闵 
此， （30.1) 式中的第二项为零，从而我们得到 

J {l ji ^ bAidf2 = 


闶为按照最小作用最原理，变分6次是任意的，所以6次的系数应当等 于零: 


dF ik 

dx k 


4 jt 




/• 


(30.2) 


现在我们把这四个方程 （ i = 0,2,3,4)写为三维 形式. 第一个方程 （ 


1) 是 


1 dF w dF u OF 12 dF 13 


c dt dx 
将的 分鼠值 代人，我们得到 


dy 


dz 




1 dE x dli z dH y 


dt 


dy d z 


4 ;t . 

- Jt- 

c 


这个方程连同 i = 2,3 的两个方程可以写成一个矢请方程 

„ 1 dE 4 ji . 

rot H = + — j . 

c at c 


(30.3) 


最后，第四个方程 U = 0) 是 


div E = 4 np . (30.4) 

方程 （30.3) 及 （30.4) 是用矢 M 形式写成的第二对麦克斯韦方程①.和第 
一对麦克斯 ir 方程一起，它们完全确定 r 电磁场.它们是电磁场理论，或如 
通常所说，是电动力学的基本方程. 

现在我们来将这些方程写成积分形式.在某一个体积上积分（30.4)，应 
用高斯定理 

J div EdV = j E - df , 

我们得到 

^ E df = 4 n J pdV . (30.5) 

因此，电场通过一个封闭曲面的通等于 4 ji 乘曲面所包围的体积内的总 
电荷. 


①适用丁扠空中电磁场内的一个点电荷的友克斯15方程组的形式足 rtl H . A . 洛伦兹给出的. 
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在一个非封闭曲面上积分 （30.3) 并应用斯托克斯定理 

rot Hdf = 1 H - dl , 


我们得到 


我们称 


/ 


H^dl 


c 


d _ 

dt 


f ； • d / + 


4 ji 


c 


jdf 


1 dE 
4 ji dt 

这个 设为位 移电流.从 （30.6) 的如下 形式： 


/ 


H-d/ 


4 ji 


c 


/H 


dE 


4 jt dt 


d /， 


(30.6) 

(30.7) 


(30.8) 


我们知道，磁场绕着任何回路的环流等于穿过此回路所包围之曲面的真实电 
流与位移电流之和乘 4jt/c. 

从麦克斯韦方程组，我们可以得到已经知道的连续性方程 （29.3) .取 

(30.3) 式两边的散度，我们得到 

1. „ 1 谷， • „ 4 ji 1# • 

div rot H — - — div E H - ciiv j . 

c at c 

但是按照 （30.4) 式， divrotif 三 0, Iff ] div E = 4 np . 闵此我们乂重新得到了方 
程 （29.3). 在四维形式中，从 （30.2) 式我们可得到 

d 2 F ik 4 ji dj { 

dx i dx k c dx { 

但是由于算符 d 2 / dx i 0 x k 对于指标 i 和 A : 的对称性，它作用于反对称张铽户&’ 
时将得到恒为零的结果，于是我们得到四维形式的连续性方程 （29.4). 

§31能量密度和能流 

我们用芯乘 （30.3) 式的两边，用//乘 （26.1) 式的两边，再将所得的方 
程相加，可得 

— + = - — I E -( H - TotE - E - rot if ). 

c dt c at c 

应用众所周知的矢 ft 分析公式 


div (a x b ) = b • rot a — a • rot b ， 


我们改写这个方程如下： 


丄冬 (£>2 + 付2) = ^ j . E - dW(Ex if ), 

CjT/ C 



或 


§31能量密度和能流 
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d_ ( E 2 + H 2 
dt \ 8ji 


) = _ j 


- E — div S. 


(31.1) 


矢 M 


S = —E x H 

4 jt 


(31.2) 


•:为!^^9:義失 •• 

将 （31.1> 在一个体积上积分，并对右边第二项应用高斯定理，则我们 

得到 

r) r f ： 2 ^ h 2 r r 

(31.3) 


腹十 * 


假如积分遍及整个空间，那么，面积分就等于零（因为在无穷远处场为 

零）.此外，我们可以用对所有电荷求和的式子 E ⑼五 来表示积分/ j - EdV . 
并按 (17.7) 式，將 


ev • E =恭亂 
dt 


代人，那么 （31.3) 式化为 


cU 


{/ 


E 2 + H 2 
8jc 


(1 V + <^kin 


0. 


(31.4) 


因此，对于一个包括电磁场及场内粒子的封闭系统，上面方程括号内的 
tt 是守恒的.括号内的第二项是全部粒子的动能（还包括 静能； 见§17的脚 
注），因而第一项就是场本身的能闵此，我们称 


W = 


E 2 + H 2 
8 ji 


(31.5) 


为电磁场的能量 密度； 它是场在每单位体积内的能最. 

假如我们在任何一个有限体积上积分，那么， <31.3) 式中的面积分一般 
不等于零，因而我们可以将这个方程写成下面的 形式： 

i{/" 'i~ dV+ ^ 4ln } = '/ 5，d/t (3L6) 


其中括号内的第二项的求和仅涉及所考虑的体积内的各粒子.上式的左边是 
场与粒子的总能 a 在单位时间内的变化. W 此，积分必须认为是经 

过包围给定体积的曲面的场的能流，因而坡印亭矢讪 S 就是这个能流密度 
——在单位时间内流过曲面的单位面积的场能诅 ®. 

①我们假定.在 fl 卩一时刻，听研究体积之表 ifii 本身 L 无粒子，如果不足这样，耶么，在右边 
应当包括穿过曲面的粒子输运的能流. 
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§32能量动量张量 


在上一节中我们已经求出电磁场能 W 的表达式.现在我们来求出这个式 
子及场的动 M 的四维形式.为简便起见，我们现在只考虑无电荷的电磁场.为 
r 以后的应用（对于引力场的应用），也为了简化计算，我们在一般形式下进 
行推导，而不将体系的具体类型特殊化. 

我们考虑一个任意体系，它的 作用置 积分为 



(32.1) 


其中 j 是一 些置 ^ (用来描写这个体系的状态）和它们对坐标及时间的一阶 
导数的某个函数（对于电磁场而言，四维势的分量就是量为简便起见, 

这里我们只写了一个+我们应注意，空间积分/ zdv 是这个体系的拉格朗 

日 M , 所以3可以认为是拉格朗口最的“密度”.体系的封闭性的数学表示 
是3与:^不存在任何明敁关系，这同封闭力学体系的拉格朗日 U 不 M 含时 
间相似. 

按照最小作用量原理，运动方程（假如我们研究某种场，它就是场方程) 
可以通过变分 S 来得到.我们有（为简便起见，我们用符兮仏三％/办 1 ) 



cW = 


0A 

% 


6(/ 




dA , \ 、 d dA 

q ) q dx i dq A 


dP = 0. 


被积函数内的第二项经过用高斯定理变换后，在整个空间内取积分将等于零, 
如是我们就得到下面的“运动方 程”： 


d dA _dA_ 0 

dx i dq y i dq 


(32.2) 


(当然应当理解为遍历重复的指标 i 求和）. 

其余的推导与在力学中推导能最守悄定律的过程相似.亦即写出 


dA dA dq dA dq、k 
dx { dq + dq，k dxi 

将 （32.2) 式代入，并注意我们便得到 


dA _ d / dA \ dA dq、i 一 d ( dA \ 
dx i ~ dx k ) q ’ 1 + dx k dx k y l dq^) 


另一方面，我们可以写 

3A 二游 认 4 
dx i 1 dx k 


§32 能置动 置张置 
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所以，引人符号 

dA k 


if : 

(32.3) 

我们可以将上面的关系式写成 

生 0 

dx k ~ ^ 

(32.4) 


我们应注意，假如不是一个而有 几个績 那么，代替 （32.3) 我们可 

以写 

^ = ( 32 . 5 ) 

/ d Q：k 

但是在§29中我们已经看出，方程 dA k /dx k = 0,亦即一个矢量的四维 
散度等于零，就相当于说这个矢 M 在超曲面（这个超曲面包括整个三维空间) 

上的积分/ 守恒.显然类似的结果对于张量的散度也是成立的.方程 

(32.4) 就相当于说，矢量 

P i = const - J T ik dS k 

是守恒的. 

这个矢 M 必定与体系的四维动 M •矢 fl 相同.我们这样来选择积分号前面 
的常数，使矢 a 产的时间分设按照前面的定义等于这个体系的能量乘以 
1/ C . 为此，我们要注意，如果积分在超 平面/ = const 上进行， 就有： 


P° = const . / T ok dS k = const • / T 00 dV, 


另一方面，按照 （32.3) 式， 


rj^OQ 



(其中$ 三恥 /次）.将这个量同通常联系能量与拉格朗口量的公式作比较， 
可知它应当被认为是体系的能量密度.因此就是体系的总能最.所 


以我们应当令 const = 1/c, 最后我们得到体系的四维动 tt 表达式 

= i J T ik dS k . 


P j 


(32.6) 


张量7^称为体系的能 量动量张置. 

必须指出，张的定义实质上不是唯一的.事实上，如果由方程 
(32.3) 定义，那么任何其他形如 

+ ^ ikl = ~ V k (32.7) 
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的张量也将满足方程 (32.4), 因为张董沪〃对于指标々，/的反对称性，我们 
恒有沪 =0. 体系的四维总动最在这种情况下一般不改变， 闪为 
按照 （6.17) 我们可以写出 



dx l 



dip lkl 

dx l 




此处，等式左边的积分遍及一超曲面，而右边积分应遍及“包闱”此超曲面 
的（普通）曲面.这个曲面在三维空间中敁然是在无穷远处，而因为场或粒子 
在无穷远处都不存在，所以这个积分为零.闪此体系的四维动最是唯一决定 
了的 M . 

为了唯一地确定张量 7- fc , 我们可以利用这样一个条件，即体系的四维 
角动量张量（见 §14) 可借助于下式用四维动量来 表示： 

M ik = J (x i dP k - x k dP i ) = ( x * T w - x k T il )dS h (32.8) 

就是说，体系的角动 tt “密度”可按普通公式以动 M 的“密度”表示之. 

很容易确定能量动量张量应当满足些什么条件，才能做到这一点.如我 
们已经知道的，角动量守恒定律可以用的积分号内表达式的散度等于零 
来表示.因此 

- x k T il ) = 0. (32.9) 

注意到 dx { /dx l =句 ， 而 dT kl /dx l = 0,我们可由此得到 


8 } T kl - S ^ T il = T kt - T ik = 0, 


或 

T ik = T k \ (32.10) 

即能量动量张量必须是对称的. 

我们要注意，一般地说，用公式 （32.5) 定义的并不是对称的，但是 
加上了带合适以〃的变换 （32.7) 以后，就可使它变为一个对称张 M . 以后 
(§94) 我们可以看出，有一个直接的方法去求得对称张量： 

上面已经说过，假如我们将 （32.6) 的积分在超 平面/ = const 上进行， 
那么 ，户 就取下面的 形式： 

pi = I /* 7 no dV - (32.11) 

此处的积分遍及整个（三维）空间. 既然户 的空间分谩构成体系的三维动 M 
矢量而且时间分量是它的能量乘以 l / c , 那么分量为 

10 2.^20 1 了 30 


§ 32 能量动量张量 


的矢设可以称为动量密度，而以 

w = T 00 


则称为能量密度. 

为了明白 rA 其余分 M •的意义，我们将守恒方程 （32.4) 分成空间和时间 
部分： 

1 dT 00 dT 0a n 1 dT a(j ^ … …、 

Z ~5 T + _ ^ = 0 ， + —= ° - ( 32 . 12 ) 


1 dT^ 汉厂 Oo ： 1 ^^naO 

q Qf^ dx^ ’ c dt dx^ 0. 

我们将这两个方程在空间的一个体积内 k 枳分.从第一个方程得到 

ikf 叫完 >-』， 

用高斯定理变换第二个积分，则得 

^ / T 00 dV = -c (f T 0Q df a , 


dV = 0, 


T 00 dv = -cj r ° Q d / a , 


(32.13) 


此式右边的积分应该在包围体积 K 的曲面上取 ( d / x , d / y , d / 2 是面元 d / 的三 
维矢量的分量）.左边的式子是体枳 V 中所含的能 績随时 间的改 变率； 因此， 
右边的式子显然是穿过体积 K 的边界面的能最，而带分量 


cT°\ cT 02 , 


的矢量 S 则是能流密度 单位时间内穿过单位面积的能 M . 因此，我们得 
到如下重要结论，即由 M ： r fc 的张 i ： 特性表示的相对论不变性要求， H 动导 
致了能流和动量密度之间的确定 关系： 能流密度等于动 M 密度乘以 c 2 . 

从 （32.12) 的第二个方程，我们可同样地求得 

^ J ^T ao dV = - j T a0 df 0 . (32.14) 

式子的左边是体系在单位时间中体积 v 内的动 a 变化，所以 乃 就是 

在单位时间内从体积 K 穿出来的动量，而能量动量张 M 的 T a ^ 分坫构 成三维 
动量流密度 张量； 我们记之为这里称为应力张量.能流密度是一 
个 矢量； 因为动量流本身是一个矢 M ， 所以动摄流密度必须是一个张量（这 
个张量的分量 r Q /3 是在单位时间内穿过垂直于#轴的单位面积的动最的 a 
分量）. 

我们用下式来指明能量动 M 张 it 每个分量的 意义： 

^ W S x /c Sy/c S z fc 

mik S x j C — O^xx — 一 Oxz 

1 = 

iSy/c —Oyx 一妓 yy ~ <J yz 
\ S z /C — ( T zx — CF Z y 一 O^zz 
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第四章电磁场方程 


§33电磁场的能量动量张量 


现在我们将前节所得的一般关系应用到电磁 场中. 对于电磁场， （32.1) 式 
中积分号内的 M 按照 （27.4) 式，应该等于 


A 




16 jt 


F k iF kl . 


Mg 是场的四维势的分量于是张 M 7?的定义 （32.5) 变为 




dAi 0A 


dx { ^ / dAi 


-S^A. 


d 


\dx k 


为了汁算此处出现的的导数，我们来求变分6儿我们有 


6义= - l ^ F kl bF kl : 

oJl 

交换指标并利用= - F lk , 则得 


id I .dAi ,dA k 


8, l 〜 


-6 


dx l 


4ji ox k 


由此可见， 


dA 


F fc /， 


d 


dAi 

dx k 


Atc 


由此 


Tt = + 4-^ F / m F z -, 


4 ji dx 


16 jt 


或者对逆变分量有 


T ik _ 1 pk 


g lk F lm F 


16 ji 


lm 


但这个张量是不对 称的. 为使它对称化，我们加上一项 


1 dA 


4 ji dxi 


F k i . 


按照不存在电荷时的场方程 m .2). dF k i / dx t = o . 因而有 


1 dA { 
4 ji dxi 


F k 


d 


4 ji dxi 




因此，增加这一项相当于对作了形如 （32.7) 的改变，因而是允许的•既 
然 dA l /dXi - dA^dxi = F u , 那么我们最后可求得电磁场能讀动發张 M 的表 

达式： / V 

T ifc = ^ f - F iZ F fc / + . (33.1) 
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这个张量显然是对称的.此外，它还有一个 特性： 

Tt = 0. (33.2) 


即对角线上的项之和为零. 

现在我们用电场和磁场强度来表示张 M T ifc 的分量.利用分量的表 
达式 （23.5), 很容易容易验 iiF . r 00 同能 M 密度 （31.5) —致，而分量与坡 
印亭矢量 （31.2) 的分量相同.空间分量：构成一个三维张量，其 分摄为 


~°xx = + El — El Hy - Hi), 


一 ^xy ~ — ~(ExEy + ^y )i 


4jt 


等等，或者 

^ 4 - H a H^ — -S a p(E 2 + . (33.3) 

这个张量称为电磁场应力张量 

为了将张量化为对角形式，我们必须变换到这样的参考系，使得其 
中矢量五和// (在给定的空间点和给定时刻）彼此平行，或者使得它们之一 
为零.如我们所知（§25)，除了 £；和 H 彼此垂直并且数值相等，这样的变换 
总是可能的.容易看出，变换之后的非零分量只有 


^jpOO 


T 


11 _ 了 22 _ t33 


= W 


(: r 轴已经取为沿着场的方向）. 

假如五同//相互垂直，且其绝对值相等，那么，7^就不能化为对角形 
式 .® 在这种情形，不为零的 分童是 



= T 33 = T 30 = W 


(取沿着 E 的方向为: r 轴，沿着//的方向为 y 轴）. 

到现在为止，我们只考虑了没有电荷存在的场.在有带电粒子存在时， 
整个系统的能 tt 动量张量就是电磁场能量动量张量与粒子的能量动量张 M 之 


和，在后一种情形下，我们假设了粒子之间不存在相互作用. 

为了决定粒子能量动 量张锖 的形式，我们必须像用电荷密度描述点电荷 
的分布那样，用“质 M 密度”描述它们在空间中的质 M 分布.与电荷密度的公 
式 （28.1) 类似，我们可以将质量密度写为形式 


/i = m a 6(r - r a ), (33.4) 

a 

①对称四维张 M :^-^可能不能化为主轴这一事实，同四维空间的非欧儿里得性质有关（参 
见§94习 题）. 
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式中 r a 是粒子的径矢，求和遍历系统中的所有粒子 . 

粒子的动量密度由 ficu a 给定 . 我们知道，这个密度是能 M 动 M 张 M 的分 
M /c ，即 

T 0a = fic 2 u a (a = 1,2,3). 

但是质量密度是四维矢 M M/c(cLr fc /cU) 的时 间分设 （类似于电荷 密度； 见 §28). 
因此非相互作用粒子系统的能量动量张量是 


rpii 


dx 1 dj： J 




d.s 


lieu u 


ds 

dt 


(33.5) 


如所预期，这个张 M 是对称的. 

通过直接计算可以验证，系统的能 m 和动 w (定义为场和粒子的能铖与 
动量之和）实际上是守恒的.换言之，我们要来验证表达了这些守恒定律的 
方程： 


d 


dx k 


( r ( f )，: + r ( P ) ) = 0 . 


(33.6) 


微分 （33.1)， 我们写出 


ar ( f ) 

dx k 


4 ji V 2 


F l 




代人麦克斯韦方程 （26.5) 和（30.2)，即 


dFirn 

dx ^ 


dF mi dF u dF kl 


dx l dx 


dx k 


c 


我 们有： 


dT^r = 

dx k 4ji 


^("5 


plm 一 1 phn 

dx l 2 dx m 


F 


kl 

dx k 




交换指标很容易证明，右边前三项相互消掉了，因而我们得到了所要求的 
结果： 


dT^j 

dx k 




(33.7) 


对粒子能量动量张量的表达式 （33.5) 进行微分给出 


ar (p) 

dx k 


d 


dx k 




df 


+ fie 


dx k du 


dt dx k 


由于非相互作用粒子的质 M 守恒，这个表达式的第一项为零.事实上，与四 
维电流矢 M ( 28 . 2 ) 类似， p(cl:r fc /dt) 构成四维“质 摄流” 矢域.这个四维矢量 
的散度等 于零： 

芸 ） = 0， (33-8) 


d 


dx k 





§33 电磁场的能置 动置 张置 


• 93 • 


表达了质量守恒，就正如方程 （29.4) 表达了电荷守恒一样.因此我 们有： 


dr ( p) 


k 




dx k dui dui 


lie 


Dx k ^ dt Ox k ^ dt 

下面我们用（表为四维形式的）电荷在场中的运动方程 （23.4): 

e k 
me-- = -F ik u K . 
ds c 

从密度 y 和 p 的定义，变到电荷和质量的连续分布时，我 们有： / i/m = p / e . 
因此我们可以将运动方程写成形式 


= ~ FikU 
as c 


k 


或 


/iC 


= -F ik pu k ^ = -F ik j k . 
at c dt c 


于是， 


dT ^\ 
dx k 


k 


c Fikjk - 


(33.9) 


将上式与 （33.7) 式联立，我们实际上就得到方程 （33.6). 


习 


题 


求能量密度、能流密度、应力张量分量在洛伦兹变换下的变换规律. 
解：设 坐标系相对于 A ： 系沿: r 轴以速度 K 运动.将 §6 习题 1 的公式 
用于对称张量 T ik f 我们 得到： 


W 


V 2 


h y - 尖 


S x = —^2 (1 + 妥 ) Si + W-WL 
1 一？ 

5 v = -7==f«-^U 

V 1- ? 
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及对于 S 2 和的类似的公式. 

§34位力定理 


W 为电磁场能谩 动域张 tt 对角线上诸项之和等于零，所以对于任何相互 
作用系统，和值巧就化为仅仅是粒子能最动最张 M 的迹.因此用 （33.5) 我们 
得到： _ 

0 = 忡 ):= — = 岬 g = 

对所有粒子求和，即将/ X 换为和式 （33.4), 我们最后 得到： 


Tl = y ^ mgC 2 ^/! 一 ^|6 (r - r a ). (34.1) 

a 

我们注意到，按照这个公式，对于所有系统 都有： 

Do ， (34.2) 


式中等号只对没有电荷的电磁场成立. 

现在来考虑一个由进行有限运动的带电粒子组成的封闭系统，表征该系 
统的所有量（坐标、动量）在有限范围内变化 

我们来寻求系统的总 能量与 描述它的某个时间平均值的关系. 


将方程 


1 dT a0 
^c~dT + 


QT a(3 

dxP 



(见 32.12) 对时间做平均.像任何有界量导数的平均一样， 导数 dT 〜/ dt 的 
平均为零 ®. 因此，我们得到 


d 

dx ^ 


€ = 0. 


我们用#乘这个方程，并将它对整个空间积分.用卨斯定理来变换这个积 
分，并记着在无穷远处 T ^ = 0, 所以面积分 为零： 


/" a S dv= -/ S T " dv =- J sa ^ dv =° 


① 这里我们也假定系统的电磁场在无限远处足够快地趋于零.在特殊情形 F 这•条件可能 
会要求忽略该系统的电磁波辐射. 

② 设/(0是这样一个闲数，耶么，导数 df/dt 经过一个时间间隔 T 的平均值是 

d/ 1 r T d/ _ /( 了） 一 /(o) 

dt T J 0 At T 

fi 然 /( t ) 仅在有限范闱内变化，那么，$ T 趋向无穷大时， d // dt 的平均值显然趋近于零. 
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§35宏观物体的能量动量张量 

除了点粒子系统的能址动 W 张 ft (33.5) 外，我们也需要该张 fi 对于那些 
可看做是连续的宏观物体的表达式. 

穿过一个物体表面面元 d / 的动 M 流就是作用在这个面元上的力.所以 
-〜 〆 //?是作用在这个面元上的力的 a 分量.现在我们引入一个参考系，物 
体的一个指定的体积元在其中是静止的.在这样一个参考系中，帕斯卡定律 
是有效的，即是说，作用于物体的某一部分上的压强 p 在一切方向都是相 
等的，而且在无论任何地方都垂直于它所作用的面®.因此，我们可以写出 
^ a (3^ f /3 = -pdfo ， 从而应力张量是= ~ pS n 0. 至于代表动设密度的分 M 
T a \ 对于我们所用参考系中给定的体积元，它们等于零.分量: T 00 照例是物 
体的能 y ： 密度，我们用 e 来代 表它； e / c 2 是物体的质坫密度，即每单位体积 
内的质量.我们着重指出，这里所讨论的是单位“间有”体积，也就是在物体 
的给定部分处于静止的那个参考系中的体积. 

闵此，在我们所考虑的参考系中，能量动量张量（对物体的指定部分） 
有如下 形式： 

e 0 0 0 

0 p 0 0 

0 0 p 0 

0 0 0 p 

现在很容易求出宏观物体在任意参考系中能量动量张量的表达式.为此， 
我们对于物体一个体积元的宏观运动引入四维速度在该体积元是静止的 
参考系中，四维速度的分坫 u * = ( i ,0). r iA * 的式子必须如此选择，使它在这个 
参考系中取 （35.1) 的形式.很容易验证，它等于 

T ik = (p + - pg ik ， (35.2) 

或者，对于混合分 M 

if = (p + e)uiU k — pS^'. 

这个式子就给出了宏观物体的能 id •动 M 张能量密度能流矢量 S 

© 严格地说.帕斯卡定律仅仅对于液体及气体有效.似是对丁体，在不同方向的应乃的 
趿大可 能差.较之在相对论中可以起作用的位力.是微不足道的. W 此，我们也就不苓虑它了. 




和应力张 M 是: 
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S = (p + e ) v . 

既然 S / c 2 是动 M 密度，那么我们可以看出，在这种情况下 ， （p + eVc 2 就起着 
物体的质量密度的作用. 

假如构成宏观物体的所有粒子的速度都比光速小很多（宏观运动速度可 
以任意），的式子就可简化.在这种情况下，在能 S 密度 e 中，我们呵以略 
去所有比静能小的各项，亦即我们可以用 /4) C 2 来代转£,此处/句是在物体的 
单位（间有）体积中所有粒子的质量之和（我们着重指出，在一般情况下，冲 
应当与物体的实际质鼠密度 e / p 有差別，后者还包含着与物体内粒子微观运 
动的 能试相 应的质 M ， 及与粒子彼此相互作用的能 M 相应的质 M ). 分子的 
微观运动能 M 所决定的压强，在这种情形下 M 然也比静止能鼋密度冲 c 2 小很 
多.因此我们求得 

T ik = (35.4) 

由 （35.2) 式，我们得到 

T ； =€- 3 p . (35.5) 

任何体系能 M 动量张量的一般特性 （34.2) 表明，一个宏观物体的压强与 
密度总是满足下面的不 等式： 

P < (35.6) 

现在比我们将关系式 （35.5) 同对任 H 参考系都有效的通式 （34.1) 相比 
较.既然我们现在是考虑宏观物体，那么就应当将 (34.1) 式对在单位体积内 
r 的所有值求平均.因此，我们得到 



(求和遍历甲•位体积内的所有粒子> . 


(35.7) 
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这个方程的右边在极端相对论情形下趋于零，所以在这个极限下物态方 

程是 

P = | - (35.8) 

现在来把得到的公式应用到理想气体中去，我们假设这种气体由完全一 
样的粒子组成.既然理想气体的粒子彼此没有相互作用，那么我们便可以应 
用公式（33.5)，而只需先对此公式取平均就行了. W 此对于理想气体， 




dr* 

= nmc —— 
dt 



d.s 


式中， n 是单位体积内的粒子数，上面的一横是对所有粒子求平均值的意思. 
假如在气体中没有宏观运动，那么，在左边我们可以用的表达式 （35.1). 
比较这两个公式，我们得到 方程： 



这两个方程是用粒子的速度来表示相对论中理想气体的密度与 压强； 第二个 
方程代替了非相对论性气体动理论中的著名公式 p = nm ^/3. 


①在这里，这个极限物态方程是假设粒子之间有电磁相互作用而得到的.我们将假设（在 
第 I •四墩中篇要如此它对于粒子之间任何其他町能的相互作用仍然有效，尽符这一假设的证 
明目前还不存在. 


第五章 

恒定电磁场 


§36库仑定律 

对于恒定电场，或者如通常所说静电场，麦克斯韦方程组有下面的 
形式： 

div E = 4ji/ 9, 
rot E = 0. 

电场 五 可以只利用一个标势来表示 如下： 

E = —grad (p. 

将 (36.3) 代人（36.1)，我们得到一个恒定电场的势所应满足的方程 

Ay ? = —4 jip . (36.4) 

这个方程称为泊松方程.就特例言之，在真空中，即当 p = 0 时，势满足拉普 

拉斯方程 

△ V ? = 0. (36.5) 

从上面的方程可以得出一些结论，例如断定电场的势没有一处为最大或 
为最小.事实上，为要使^有极值，那么，^对于坐标的一阶导数必须为零, 
而二阶导数 d 2 ip / dx 2 , d 2 ^/ d y 2 , d 2 ^/ dz 2 又都有同样的符号.后一要求是不可 
能的，因为满足了这样的要求，就不能满足 （36.5) 了. 

我们现在来求一个点电荷所产生的场.从对称性的考虑可以知道，场的 
方向是从电荷 e 的所在点沿着径矢指向空间各点.从同样的考虑还可以知道， 
场的 大小五 仅与离开电荷的距离 H 有关.为了求出绝对值，我们应用方程 


(36.1) 

(36.2) 

(36.3) 
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(36.1) 的积分形式 （30.5). 穿过一个半杼为/?，包_笤电荷 e (以 e 所在点 
为中心）的球面的电场通敁等于这个通 M 必须等于4斯.由此，我们 
得到 


用矢 M 符号表示，场 JE ； 可以写成 


^ = ^3 • pS.6) 

闵此，一个点电荷所产生的场与从电荷算起的距离的平方成反比.就是库仑 
定律.这个场的势显然是 

V ?=会. (36.7) 

如果我们有一个电荷体系，那么，按照叠加原理，这个体系所产生的电 
场等于各个电荷单独所产生的电场之和.这个场的势是 

e a 

式中凡是从电荷 6 „的所在点到我们求它的势的那一点的距离.如果我们引 
用电荷密度 p , 这个公式就变为 


<^= / (36.8) 

其中 H 是从体积元 dV 到给定点的距离. 

将点电荷的 p 及 V ?的值，即 p = e 6( H ) 及 v ? = e /7? ,代人 （ 36.4 > 式，我 
们得到 

A — = — 4ji6(/1). (36.9) 

R 

§37电荷的静电能 


我们来求一个电荷体系的能 W :. 我们将从场的能 i 的概念出发，即从能 
敁密度的公式 （31.5) 出 发来讨 论. 一 个电倚体系的能量应当等于 



其中五是诸电荷所产生的场，而积分则应该遍及全部空间.将 E =- gmd(p 
代入，则可按下面的方式来变换 C /: 



E • grad ipdV =— 



8ji 



div(^)dV + — 

8ji 


J pdiv EdV . 
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按照尚斯定理，第一个积分等于五^ 在包闱 积分体枳的曲面上的积分，但是 
w 为场在无穷远处为芩，而积分乂要遍及全部空间，所以第一个积分为芩.将 
div 五 = 代人第二个积分，则得到电荷体系的能量表达式 

U J (37.1) 

对于一个点电荷体系我们可以用对电荷求和的符号来代替积 分号： 

U = ^ (37.2) 

其中，％是所有电荷在 e a 所在点所产生的场的势. 

按照库仑定律，如果我们对一个带电的基本粒子（例如电子）和粒子本 
身所产生的场应用所得的公式，那么，我们就得到一个结论，即电荷应当具 
有等于呼/2的“白己的”势能，这里#是电荷在其所在点产生的场的势.但 
是我们知道，在相对论中，每一个基本粒子应当当做一个点.闵此，基本粒子 
的场的势 v ? = e //? 在/? = 0的这一点变为无穷大.这样一来，按照电动力学， 
电子就应当具有无限大的“ A ”能.因而也就有无限大的质这个结论的物 
理荒谬性表明，电动力学本身的基本原理就导致一个结果，即电动力学的应 
用应当限制在一定范围内. 

我们要注意，从电动力学，我们得到了无限大的 “ A ” 能与质1，因此 
在电动力学中就不能提出到底电子的总质量是不是电磁质量（就是与粒子的 
电磁自能有关的质量）这个问题 .© 

既然基本粒子的没有物理意义的无限大“自”能的出现，与粒子应当看 
做一个点的事实有关，那么我们可以得出 结论： 作为一个逻辑上完备的物理 
理论的电动力学，当过渡到充分小的距离时，就成为自相矛盾的了.我们可 
以提出这个距离有多大数 M 级的问题.注意到电子的电磁自能与静能 me 2 同 
数 域级， 就可以答复这个问题了.另外一方面，如果我们认为电子具有一定 
的半径办，耶么，它的自有势能应该与同数敁级.从这两个敁应同级 
的要求，亦即从 e 2 / K 0 〜 me 2 的要求出发，我们得到 



(37.3) 


这个尺度（称为电子的“半径”）决定了电动力学适用于电子 的范闱 ，这 
是从它的基本原理得来的.但是我们应该注意，实际上，由于量子现象，电动 

①从纯形式的观点矜.电子质 M 的冇限 性玎以 通过如 F // 式来处理,即引人一个非电磁起 
源的无限大 负质撤 来补偿电磁质 W 的无限性（质 W : “重 iH 化”）.然而.我们下面将会荇到 (§75). 
这并不能消除经典电动力学的所有内在矛盾. 
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力学应用范围比我们在这里所确定的范围还要小得多 ®. 

现在我们再回到公式 （37.2). 从库仑定律知道，公式中的势％等于 


9 a 






(37.4) 


其中，丑 ab 是电荷 e a ， e 6 间的距离.能 W 的表达式 （37.2) 包含两部分.第一，它 
包含一个无限大的常数，即电荷的自能，它与电荷之间的相互位置无关.第二 
部分是电荷的相互作用能，它与电荷之间的相互位置有关.显然，物理学上 
关心的仅仅是第二部分.这部分等于 


其中 


U’ = \ 




(37.5) 


(37.6) 


是除了 e a 以外的所有电荷在 e a 所在点产生的势.换句话说，我们可以写 


U ， 




^■a^b 


2 ^6 Rah 


(37.7) 


就特例言之，两个粒子的相互作用能是 


U ， 


ei£2 

i?12 


(37.8) 


§38 匀速运动电荷的场 


我们来求一个以速度 V 匀速运动的电荷 e 所产生 的场. 我们称静止参 
考系为尺 系； 称随电荷一起运动的参考系为 w 系.设电荷位于 w 系的坐 
标原点，系沿： r 轴对作相对运动，2/轴与2轴分别平行于 〆 与 
在 f = 0的时刻，两个系统的原点相重合.因此，电荷在 K 系中的坐标是 


x = Vt,y = 2 = 0. 在 K 系中，我们有一个恒定电场，它的矢势 i = 0,而 
它的标势则等于^ = e / R f ,式中 R a = x t2 + j / /2 + - 按照 (24.1), 当= 0 


时，在 K 系中， 



(38.1) 


现在我们应当用 K 系中的 x ， y 、 z 来表示 / T . 按照洛伦兹变换公式, 



①子效应在与 h /{ mc ) 同数 M 级的距离上就变得很重要了，这里的 A 是普朗克常数.这些 
距离同 Ho 之比量级为 / lc / e 2 〜 137. 



由此得到 


§38匀速运动电荷的场 
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R ， 2 


{x - Vt ) 


2 


(y 2 + z 2 ) 


v 2 


将此式代入 (38.1) f 就得到 


9 




式中，我们引入了记号/? 


R * 2 = ( x - Vt ) 2 + (1 — ^( 2 / 2 + 2 2 ). 


在 K 系中，矢势等于 


V eV 

A = cp ——=— — 
^ c cR ^ 


在系中，磁场 / T 不存在，而电场则是 

eR r 


E 9 


兩. 


从公式 （24.2), 我们得到 

U x : 


ex 

砰， 


Ey 


K 


ey 


V 1 ^ 


V 2 




c 2 


E z 


ez 


R ，3 




V 2 


将用 x ， y ， z 表示的 RW ， y ，， z ， 的式子代入,就得到 


E 




0 一 


V 2 \ eR 


(38.2) 


(38.3) 


(38.4) 


(38.5) 


(38-6) 


式中，及是从电荷 e 到坐标为 x 、 y ， z 的点的径矢（它的分 M 是 x - Vt , y , z ). 

如果我们引入运动方向与径矢 R 所夹之魚 的表达式可以写成另一 
形式. M 然，?尸+ 2 2 =尺 2 411 2 0，所以 7 T 2 可以写成下面的 形式： 

V 2 


R 


♦2 


R 2 


0 - 


C 2 


sin 2 9 . 


(38.7) 


于是，对于£，我们就有 


E 


eR 


c 2 


0 - 


c 2 


sin 2 0 


3/2 


(38.8) 
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在离电荷的距离为/?时，若6> 从零增加到 JI/2 (或者 (9 从 JI 减至 JI/2) , 
则场 E 的值将随之增加.沿着运动方向的场％ (0 = 0 或 ji ) 将有最 小值； 它 
等于 



最大的场与速度垂直（<9 = Ji/2), 并等于 

E± 喻. 

我们要注意，当速度增加时， 场叫 减小，而 £；_ l 则增大.我们可以形象地叙 
述这种 现象： 一个运动电荷的电场在运动的方向“收缩”.对于一个同光速接 
近的速度公式 （38.8) 中的分母在 0 = jc /2 的附近的一个狭小范围内接近 
于零.这个范围的“宽度”的数量级为 



W 此，仅仅在赤道平面的邻近的一个狹小角度范_内，一个快速运动着的电 
荷的电场是大的，而这个范围则随着 K 的增加而减小，其减小的情况如同 
yjY — V 2 / c 2 . 

在 K 系内，磁场等于 

H = -V xE (38.9) 

c 

(见 （24.5)). 在 V 《 c 的情况下，我们近似地得到 E = tR / R ^. 而磁场为 


H 


V x R 

R :i 


(38.10) 


习 



求两个以相同速度 V 运动的电荷之间的力（在系中）. 

解：我们要求的力 _ F 可以通过计算一个电荷 (Cl ) 在另一个电荷 （ f >2) 产 
生的场中所受到的力来决定.用 （38.9) 式，我们得到 

F = ei 五 2 + xH 2 = e 1 fl - E 2 + ^ V ( V * E 2 ). 


由 (38.8) 代入 E .2, 我们就得到力在运动方向的分量 （ R ) 和垂 直于它的分量 
(F y )： 


F x = 



e l e 2 
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式中/ I 是从 e 2 到 ei 的径矢，6> 是尺和 V 之间的夬角. 

§39库仑场内的运动 


我们来研究一个质 M 为 m 、 电荷为 e 的粒子在另一个电荷 V 所产中的场 
内的 运动； 我们假设第二个电荷的质 M 比 m 大得如此之多，以致我们 " r 以把 
它当做同定的.这样一来，我们的问题就化成 r 研究一个电荷 e 在中心对称 
电场（其势为 p = e 7 r ) 内的运动. 

粒子的总能等于 


S = cyV 2 + Tn^c 2 + — y 

r 

式中， = 如果我们在粒子的运动平面内采用极坐标，那么，由力学可知 


式中的/ V 是动量的径向分量，而 JU 则是粒子的恒定角动量.这时， 



+ m 2 c 2 H - • 



(39.1) 


现在我们来讨论粒子在运动过程中能否随意地接近中心的问题.疗先， 
很容易看出，如果 e 同 〆 相互排斥，即 e 同 〆 有同样的符号，那么，这种接 
近就永远不町能.此外，在相互吸引的情形下 （ e 同 〆 有相反的符号），如果 
Me > | a | , 随意接近中心是不叶能的，因为在这种情况下 ， （39.1) 式中的第一 
项永比第二项大，并且当 — 0时，方程的右边就要变为无限大.反之，如果 
Me < | a | ,那么，当 r — 0时，这个式子可以保持有限值（在此，不用说 ，外 
趋向无限大）.因此，如果 

Me < |q|, (39.2) 

粒子在运动过程中就能够“降落”到吸引它的电荷上，这与非相对论力学不 
同，在非相对论力学中， 对于库 仑场，这样的“降落”一般是不可能的（只有 
A / = 0 情形除外，这时粒子 e 沿着一条 t 线飞向 〆 ） . 

为了完全决定一个电荷在库仑场内的运动，从哈密顿雅可比方程出发 
是最便利的.我们在运动平面内取极坐标 r , v ?. 哈密顿雅可比方程 （16.11) 
可以写成 


1 

一？ 





= 0. 


我们来寻求下面形式的 S : 


S = —St -f AI(f + /( 厂)， 
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式中，€及 M 分别为运动粒子的恒定能最及恒定角动 M . 结果我们求得 


S = 




— m 2 c 2 dr . 


(39.3) 


轨道由方程 aS /0 M = const 决定.积分 （39.3) 后，得到下面的结果 
( a ) 如果 Me 〉 | a | , 

— a 2 )- = 




? c ?( M 2 c ^ — a 2 ) cos I 


c 2 M 2 


(39.4) 


( b ) 如果 Me < | a | f 

(q 2 — c 2 A/ 2 )i = 

r 

— ± c \/( MS 1 ) 2 4 - m 2 c 2 ( a 2 — M 2 c 2 )cosh — (39.5) 

(cj 如果 Me = | a | 

— =<r - m c - v ? • (39.6) 


积分常数已经包含在角 f 的计算起点的任意选择内了. 

在 （39.4) 式中，平方根前面未指明正负号并不重要，因为余弦符号后的角 
p 的计算起点的选择是任意的.在相互吸引的情形下 （a <0),如果 feme 2 , 
与这个方程相对应的轨道上 ， r 之值皆为有限（有限运动）.如果 f > mc 2 , 那 
么， r 可以是无限大（ X 限运动）.在非相对论力学中，有限运动与在闭合轨 
道（椭圆）上的运动相对应.从 （39.4) 式可以看出，在相对论力学中，轨道不 
可能是封 闭的； 当 p 变动 2 it 时，到中心的距离 r 并不回到它的原来的值.我 
们得到的轨道不是椭圆， Iftl 是张开的“玫瑰形”.因此，在非相对论力学中， 
在库仑场中的有限运动的轨道是封闭的，而在相对论力学中，库仑场就失去 
了这个特性. 

在 （39.5) 式中，当 a <0 时，根号前应当选择正号，而当 a >0时，就应 
当选择负兮（正负号的另一种选择对应丁 (39.1) 式中的根号前正负号改 变）. 

在 a < 0的情况下，轨道 （39.5) 及 （39.6) 是螺线，当 v ? — oo 时，距 
离 r —0. 电荷“降落”到坐标原点所需要的时间是有限的.这可以从下曲看 
出， r 的坐标与时间的关系是由方程 dS/dS 1 = const 决 定的； 将 （39.3) 代入， 
我们看出，决定时间的积分当 r — 0 时是收敛的. 


§40 偶极矩 
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1. 求一个电荷在排斥的库仑场 (q > 0) 中飞行时的偏 转角. 

解： 偏转角 x = 71 - 2^0,这里2你是轨道 (39.4) 的两个渐近线所夹之 
角. 我们求得 

2cM vy/c 2 M^ — a 2 

X = ti - 7 ====== arctan -， 

- Vc 2 M 2 - Q 2 ca 

式中， V 是电荷在无穷远处的速度. 

2. 求质点在库仑场中小偏角散射的有效截面. 

解： 有效截面 da 是在一秒钟内散射到一定的立体角元 do 内的粒子数 
与被散射粒子的通量密度（即每秒经过垂直于粒子束的 lcm 2 面积的粒子數） 
之比. 

因为粒子在通过场时的偏转角 x 由碰 撞参量 p 决定 （ p 即从中心到一条 
直线的距离，这条直线就是粒子在场不存在时应该沿其运动的直线）， 


da = 2 jt /9 d /? = 2 np ^- d \ 


dp do 
sin X 


式中， do = 2 ji sin x ^ X - (参看本教程第一卷 §18). 偏转角（如果很小）可以认 
为等于动量的变化对于它的初值之比.动量的变化等于作用于电荷上的力的 
时间积分，这个力在垂直于运动方向的分量近似地等于 ( a / r 2 ) - ( p / V ). 因此， 
我们得到 

_ 1 ：产 麯 apdt _ 2a 

乂 p J-oo (p 2 + V 2 t 2 ) 3 / 2 ppv 
( v 是粒子的速度）•从而，我们求得在小 X 情况下的有效截面： 




do 


?• 


在非相对论情形下 ， p 2 mu ,这个表达式与从卢瑟福公式在小 x 时的得到的 
一致（参见本教程第一卷 §19) • 


§40偶极矩 

‘舞 • 

我们现在来研究一个电荷体系在与这个体系相距很远之处所产生的场, 
所谓很远之处，就是说该处与体系的距离比这个体系中各电荷间的距离大得 
多 • 

我们引入一个坐标系，它的原点在电荷体系内的任意一点上.设各电荷 
的径矢为 r a . 所有电荷在以凡为径矢的点所生的场的势等于 

f = E i^TJ (則 
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(求和遍及所冇电 荷）； 式中， /2 o _ r a 是从电荷 e a 到我们正在求势那一点的 
径矢. 

我们必须对大的 i 2 o ( i ? o 》来研究这个表达式.为此，我们将它展开 
为。/瓜的幂级数，利用公式 


f(Ro - r) = f(Ro) - r • grad f(Ro) 

(梯度符号 grad 是对矢 M 凡的端点坐标进行微分）.准确到一级项， 

V? = [ e « r 。• grad 去 (40.2) 

我们称 

d = e a r a (40.3) 

为电荷体系的偶 极矩， 应该注意，如果所有的电荷之和为零，即= 0, 
那么，偶极矩就与坐标原点的选择无关， W 为同一个电荷在两个不同的坐标 
系中的径矢 r a 及< 有下面的 关系： 



式中， ex 是一个常矢量.因此，如果 5： e a = 0, 偶极矩在两个坐标系中是相等 
的： 

d — 〉: c a T a — ^ : ^£^<1 + a ^ : c a — d. 

如果我们用•和-代表这个体系的正电荷和负电荷以及它们 
的径矢，那么，我们可以将偶极矩写成 


d =J2 e o r a 




(40.4) 


式中， 


R 




R 


E^a^a 


是正电荷及负电荷的 


Ed ’ — E ‘ 

电荷中心”的径矢.如果 E < = ix 




(40.5) 


，那么， 


d = eR 


+_ 


(40.6) 


式中， = H + - 是从正电荷中心到负电荷中心的径矢.就特殊情形言 
之，如果只有两个电荷，那么，就是这两个电荷间的径矢. 

如果 = 那么，这个体系在远距离处的场的 势是： 

^ = - dV i = T ( 407) 


场强是: 


§41多极矩 
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E = —grad 


d - Rq 

~ rT 




grad (d • l?o) - (d • Ho)grad 


或者，最后有 


E 


3(n • d)n — d 


式中 n 是沿凡的单位矢 M . 场的另一个有用表达式为 


项， 


(40.8) 


E = { d - V)V 




(40.9) 


因此，一个总电荷等于零的电荷体系在远距离处所产生的场的势与到这个体 
系的距离的平方成反比，而场的强度则与距离的立方成反比.这个场围绕 d 
的方向具有轴对称性.在穿过该方向（我们取为2轴）的平面内，矢量的 
分 址是： 

^ = ,3sh^ (40.10) 

在这个平面内的径向和切向分量是 

^ _ ^2cos0 ^ ^sinO 

Er — d —^ — ， E$ — - • ( 40 . 1 1 ) 

§41 多极矩 

在势按 l / Ro 的幂展开的展开式 


^ + 〆 々 + • 


(4 L 1) 


中，这一项与1/^； +1 成正比.我们看出，第一项 p (G) 为所有电荷的和所 
决定； 第二项<^ (1) 有时称为体系的偶极势，为体系的偶极矩所决定. 

展开式中的第三项是 

^ (2) = (41 . 2) 

式中的求和遍历所有电荷，我们在此没有写出电荷的 编号； &是矢 Mr 的分 
坫，；^是矢 M /2 o 的分 fi . 势的这一部分通常称为四极势.如果体系的电荷 
的和及偶极矩的和都等于零，展开式就从 p (2) 开始. 

在 （41.2) 式中，有六个 M 出现.但是，很容易看出场实际上并 

不与六个独立的 M 有关，而仅与五个独立的量有关.这是因为函数1/瓜满足 
拉普拉斯方程，即 

A 1 _ f d 2 1 _ n 
A R^ = ^dX Q dX 0 R^ = • 
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因而，我们可以将 p ( 2) 写成下面的 形式: 


V ? 


(2) 




张量 


Dap = > : €^3x a X0 — v^S a p) 


(41.3) 


称为这个体系的 四极矩 .从乃^的定义，很容易看出，对角线上的元素之和 
为零： 

D aa = 0. (41.4) 


因此对称张量 D q0 一共有五个独立的分量.利用 D a0 , 我们可以写出 




( 2 ) 


D a0 d 2 


6 dX a dX ft 


(41.5) 


或者，进行微分， 


d 2 1 
dX a dX 0 


3X^X0 S aP 


并考虑到 S Qf 3 D a 0 = D aa = 0 , 




( 2 ) 


2 邱 


(41.6) 


像所有对称的三维张量一样，张量可以化到主轴.由于（41.4)，三 
个主值中一般只有两个是独立的.如果正好电荷系统围绕某个轴 U 轴）对 
称①，则这个轴必为张量的主轴之一，其他两个轴在 xy 平面内的位置 
是任意的，三个主值之间的关 系为： 

D xx = D yy = ~\ d zz . 

将分 M 记为 D (在这种情形就简称为四极 矩）， 我们得到势 

V? (2) = ^3(3cos 2 6>- 1) = ^^P 2 (cos0)， 

式中0是与 2 轴之间的夹角， P 2 是勒 it 德多项式. 

正如我们在上节对偶极矩所做的那样，容易证明，如果一个系统的总电 
荷和偶极矩都等于零，该系统的四极矩就不依赖于坐标原点的选择. 

我们可以用完全相似的方法来写出展开式 （41.1) 中的以后各项.展幵式 
的第 Z 项定义了一个 Z 阶张量（称为这个体系的 W 极矩张最），对于全部指标 

①指的是任何高于2阶的对称轴. 


(41.7) 

(41.8) 
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都是对称的，而当对于任何一对指标缩并时，所得结果 为零； 可以证明，这 
样的张量一共有 2 Z + 1 个独立分量 

我们将用球谐函数理论中的著名公式 

卞 1 °° I 

-- r = — J = — 7 —T-P/(cOS x ) (41.9) 

I 风)一叫 v / 邱 + P - 加办 cos x S 

把势的展开式中的一般项表为另一种形式，式中 X 是风3和 r 之间的夹角. 
我们引入 Ho 和 r 分別同固定坐标轴形成的球面角69,少和 0,屮 ，应用球谐函 
数的加法 定理： 

Pi(cos X )= T ^. - ~| m }- i ； -P{ m| (cos 9)P\ m \cos9)e- im ^\ (41.10) 

+ M )! 

式中 Pp 是缔合勒让德多项式. 

我们也引入球面函数② 

Yim(0^) = (- lri f^Hl pr ( 一 ) 一 ， m > 0 ， 

V /,-| m |(^^) = (- l ) z - m Y *, m| . (41.11) 


则展开式 （41.9) 取 形式: 



~ r l Ajr 

f =0 m = —Z 0 


对 （40.1) 中每一项进行这样的展开，我们最后得到势的展开式中第/项的如 
下表达式： 

< p (l ) = ^T E 爪 (41.12) 

^0 m =—/ 

式中 _ 

a ，< Pa ). (41.13) 

a 

2 Z + 1 个量 Q 以的集合构成电荷系统的 V 极矩. 

以这种方式定义的量 Q 以 与偶极矩矢量 d 的分最关系如下 



(41.14) 


①这样的张 ft 称为不可约张量，缩并时为零意味着不能由其分 M 构造出较低阶的张 M . 
③按照 S 子力学的 定义. 
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量与张 W ： 分设 D n0 的关系如下 







-\d zz , Qf l =±^=(D xz ±\D yz \ 

~ 2y/6^ xx 一 Dyy 士 2iZ) X y)- 


(41.15) 


习 题 

求一个均匀带电椭球相对于其中心的四 极矩. 

解：将 （ 41.3) 式中的求和换为遍历椭球体积的积分，我 们有： 

D xx = p JJJ (2x 2 -y 2 - z 2 )dxdydz,etc. 

选取坐标轴沿椭球的轴，原点置于椭球 中心； 从对称性考虑显然可见，这些 
轴就是张量 D a 0 的主轴.借助变换 


x = x f a y y = y f b y 



遍历摘球 


1 o 


a 


2 


b 2 9 c 2 



体积的积分就化为遍历单位球 


X 


a 


+ //’ 2 




体积的积分.结果我们 得到： 

D xx = I(2a 2 -b 2 - c 2 ), Dyy = |(26 2 - a 2 -c 2 ), 

D zz — 备 (2c 2 — a 2 — 6 2 ), 

5 

式中 e = ( 4 n / 3 ) abc.p 是拥球的总 电荷. 

§42 外场中的电荷体系 

现在我们来研究一个位于外电场中的电荷体系.我们用 ^p(r) 表示电荷 e a 
所在点的外电场的势.每个电荷的势能是 e a Wr „)， 而这个体系的总势能则有 

U = y^e a yp(r a ). (42.1) 

a 

我们仍然采用原点在电荷体系内一任意点上的坐标系；〜是电荷 e a 在这个 
坐标系中的径矢. 
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假设外场在电荷体系所在的区域中缓慢地变化，即对于该系统是准均匀 
的.这时，我们可以将能 M C / 展开为 r a 的幂级数. 

U = U ( 0 ) U (l) + U {2) + ... (42.2) 

展开式中的第一项是 

_ =< A ) X > a ， (42.3) 

a 

式中，是势在坐标原点之值.在这个近似中，体系的能 tt 同所有的电荷都 
集中在一点（坐标原点）时的能 M —样. 

展开式中的第二项是 

U {1) = (grad (fi) 0 • y^e a r Q . 

引入原点的电场强度五 o 和系统的偶极矩 d ， 我们得到 

U {1) =- d - E 0 . (42.4) 

作用在准均匀外场中一个系统上的总力（精确到我们考虑的量级）是 

F = Jg 0 e a 4- [grad (d - 五)] 0 . 

如果总电荷为零，则第一项消失，于是有 

F = ( d - ▽) 五， (42.5) 

就是说，力决定于场强的导数（取在原点）.作用于系统的总力矩是 

K = y ^( r a x e a E {) ) = d x E 0 , (42.6) 

就是说，精确到最低阶，它决定于场强本身. 

假设有两个电荷体系，每一个体系的总电荷为零，而偶极矩则为山及 
d 2 . 两个体系的距离比体系本身的尺度大很多.我们来求他们的相互作用势 
能 t /. 为此，我们将两个体系中的一个认为处在另一个体系的场中.这时， 

M = _ rf 2 •廉1， 

式中，五 i 是第一个体系的场.将五！的表达式 (40.8) 代入，我们得到 

rr ( d l ^ d 2 ) R 2 - 3 ( d l ^ R )( d 2 ^ R ) 

U =-^- 


式中，是两个体系间的距离矢量 • 


(42.7) 




• 114 • 


第五章恒定电磁场 


如果体系之一的总电荷不为零（而等于 e )， 则同理可得 

u = (42.8) 

式中，丑是一个矢 M , 从偶极子指向电荷. 

展开式 （42.1) 中的下一项是 


^ (2) = 5 E 


ex^Xfi 


d 2 ^fo 
doc ^ 


在这里，也像在 §41 中一样，我们略去了电荷编号的 指标； 势的二阶导数值 
取在 原点； 但是势^满足拉普拉斯方程， 

_ r 

d^~ a0 dx a dx 0 ~ 


因此，我们可以 写出： 


u (2) 


1 谷 Vo 

2 dx a dx(3 


y^e fx Q x 0 - 臺。 r 2 ) ， 


或最后有 

= (42.9) 

6 OXaOXp 

级数 （42.2) 中的一般项可以借助上节定义的 V 极矩来表示.为此 
我们首先把势 Wr ) 展开为球谐 函数； 这种展开的一般形式为 



2 / + 1 


Yz m (0 ， p )， 


(42-10) 


式中是点的球坐标， a Zm 是常 系数. 构造和式 （42.1) 并用定义 （41.13) 
我们 得到： 

I 

f/ (0 = [ a lmQ^- (42.11) 

m=— / 

§43 恒定磁场 


我们来研究一个作有限运动的电荷体系所产生的 磁场. 所谓有限运动， 
是指粒子在一切时间都在空间的有限区域内运动，而且它们的动量在一切时 
间都是有限的.这样的运动具有“稳定”的特征，考虑电荷所产生的磁场（对 
时间）的平均值互是饶有兴 趣的； 这个平均磁场现在将仅是坐标的函数，而 
不是时间的函数，亦即是恒定的. 
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分（43.5> 中，/?不过是一个积分变设，因此，它在求平均值的过程中不起作 
用.如果我们用和 


E 


7? a 


代替 



3 _ 

R 


dV, 


那么，凡就是各个粒子的径矢，这些径矢在电荷运动时是变动的.因此，我 
们应该写出 


C ^ 


^ a^a 


R 



(43.6) 


此外我们是对求和记号下的整个式子求平均值. 
知道了 A ， 我们就可以求出磁场， 



rot A = rot — 


J 

R 


dV. 


算符 rot 只关系着我们求场的那一点的坐标，闵此， rot 可以写在积分号内， 
而在微分的过程中， j 可以当做常 tt . 将熟知的公式 


rot fa = /rot a + grad f x a 

(式中的 / 和 a 是任意的标 U 及矢域）应用到积尸我们得到 

IX 


f j , 1 -T jxR 

rot-^grad-x^-^ 


因此， 


H = 


jxR 


dV 


( 径矢 H 是从 dV 指向我们求它的场的那一点）.这就是毕 


(43.7) 

萨伐尔定律. 


§44磁矩 


现在我们来研究一个稳定运动着的电荷体系在与电荷体系相距很远的地 
方所产生的平均磁场.所谓很远，就是说与电荷体系的距离远大于电荷体系 
本身的尺度. 

我们引人一个坐标系，让坐标原点在电荷体系内任意一点上，像在§40 
中所做的一样.我们仍以7*„代表各个电荷的径矢，而以扣，代表我们正在求 
场的那一点的径矢，那么，就是从电荷到场点的径矢.按照 （43.6) 
式，对于矢势我们有 


1 e a v a 

c ^ \ Ri )- r a m 


(44.1) 
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像在§40中一样，我们将上式展开为 r a 的幂级数.如果只要求精确到第 
一 阶，我们有（略去指标 a ) 

在第一项中，我们可以写出 


E 


ev 


d 

dt 




但是在一个有限范围内变化的 W ： 的导数的平均值（如 Eer 的导数的平均值) 
为零.因此，对于 A , 余下来的式子是 


A 


c 


E 


ev r 




坫） 


将上式作如下变换.注意到 V = h 我们可以写出（记着执是一个常矢 


^ e(Ro - r)v =-去二 er(r - i?o) + ^ e I u ( r - - r ( v ' ^o)]- 


2 


当把上式代入 A 的表达式以后，第一项（包含有对时间的导数）的平均值乂 
为零，我们得到 t 

2^3 X] 咖 (r . 说 )- r ( V - 说 )1. 

我们引入一个叫做体系的磁矩的矢量 


m 




(44.2) 


这样，我们就得到又的表达式 


- = m ^ Ro =v _ x _ 


Rl 


/?o 


(44.3) 


知道了矢势，就很容易求得磁场.利用公式 


rot (a x 6) = (6 - V)a — (a - V)6 + adiv b — 6div a ， 


我们得到 


H = rot A = rot [ m ) = mdiv ^ - (m • ▽) 鸯 


其次，当风, #0 时， W 为 

Ro 


div 




jRo • grad 两 + -^jdiv.Ro = 0 
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和 _ 

庙 ▽ 、丑 0 — 1 (m 丨？？庙 ▽ 彳 1 - m 3-Ro(m • -Ro) 

(m，v) ^~ 甩 (m • v)i2o + ^ ,(m * v) ^ ~RS - ^~• 

所以 _ — 

瓦 = 3，穿 二 ' (4 4.4) 

式中 n 还是沿 12 o 方向的单位矢量.由上式可以看出，用磁矩表示磁场的公 
式，像用偶极矩表示电场的公式一样（见 （40.8) 式）. 

如果体系内的所有电荷都有相同的荷质比，那么，我们就可以 写出： 



2 c 


E 


er x v = 


e 

2 mc 


mr x v . 


如果所有电荷的速度 t ;《 c ， 那么 m V 就是电荷的动 M p ， 于是我们得到 


m = = （ 44 - 5 ) 

式中 ， M = J ： rxp 是体系的机械角动设.闵此，在现在的情况下，磁矩与角 
动量之比是一个常数，并且等于 e /( 2 mc ). 

习 题 


求由两个电荷（速度 I ；《 C ) 所组成的电荷体系的磁矩与角动量的比. 
解： 选择两个粒子的质心作为坐标的原点，我们便得到 m \ r \ + m 2 r 2 = 0, 
及 Pi = — p 2 = p ，式中 p 是相对运动的动量.利用这些关系，我们得到 



mi m2 
m 1 + ni2 


M . 


§45 拉莫尔定理 

我们来考虑一个处于外在恒定均匀磁场中的电荷系统. 

作用在该系统上的力的时间平均 

F = Y " -vx H = V -r x if 
^ c dt ^ c 

是零，正如在有限范围内变化的 w 的时间导数的时间平均一样.力矩的平均 
值是 

K = ^-{r x (v x H )) 

a 不等于零.通过展幵矢最三重积，》了以将它用系统的磁矩表示 出来： 

K = > : — { v(r • H ) — H(v • r )} = > : — { v(r . //) — ^ • 
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第二项平均后为零，所以 

v(r - H) = ^ e{v(r - H) — r(v - H)} 

(最后的变换类似于推导 （44.3) 时用过的变换），或者最后有 

K = mxH . (45.1) 

请注意这个式子同电场情况的公式 （42.6) 类似. 

处于外在恒定均匀磁场中电荷系统的拉格朗日量（同封闭系统比较）包 
含一个附加项 

= A v = ^-(H X r ) • V = y 会 (r xv)-H (45.2) 

(这里我们已经用了 （19.4) 式来表达均匀磁场中的矢势）.引入系统的磁矩， 
我们 得到： 

Lh = m - H . (45.3) 

我们注意到这种情形与存在电场的情形 相似； 在均匀电场内， 一 个总电 
荷为零的电荷体系的拉格朗日量包含有 


Le = d • E 


的项 （ d 是电荷体系的偶极矩），且在这种情形下，就等于电荷体系的势能反 
号(见 §42) • 

我们现在考虑一个电荷体系，它在一个中心对称的电场内作有限运动 
(其速度 v 《 c )， 这个中心对称场是由某一个静止电荷所产生的. 

我们从静止坐标系变换到绕着通过静止电荷的轴而匀速旋转的坐标系中 
去.根据熟知的公式，我们得到粒子在新坐标系内的速度 v 与在旧坐标系内 
的速度 t / 关系式： 

1 ；’ = v + « T 2 x r , 


式中， r 是粒子的径矢，而 I ?是旋转坐标系的角速度.在静止坐标系统中，电 
荷体系的拉格朗日量是 


L 


E 


mi / 2 

2 


U y 


式中，£/是诸电荷在外场中的势能与它们彼此之间的相互作用能之和.量 （/ 


是电荷体系内各电荷与静止电荷之间的距离的函数，也是电荷体系内各电荷 
彼此间的距离的 函数； 当变换到旋转坐标时，它显然保持不变.闵此，在新坐 
标系中，拉格朗日量将是 


L = — (v + 1? x r ) 2 — U . 

△ 
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如果所有的电荷都有同样的荷质比 e/m ,并假定 


f2 = -^― if. 

2mc 


(45.4) 


那么，在//足够小的情况下（当可以略去// 2 时），拉格朗日量具有下面的形 
式： 

- 7TI?, 2 , 1 

L = Z^ _ 2 _ + 2^2^ cH xr v _ U . 

可以看出，这个式子与存在恒定磁场时，所研究的电荷在静止坐标系中运动 
的拉格朗日量的表达式（见 （45.2) 式）一样. 

因此我们得出 结论： 在非相对论情形下，一个电荷体系（所有电荷的荷 
质比 e/m 都相等）在一中心对称电场和弱均匀磁场 if 内作有限运动，且这 
个电荷体系的行为与同一电荷体系在同一电场中在一个以角速度 （45.4) 匀速 
旋转的坐标系内的行为一样.这就是所谓 拉莫尔定理， 角速度 l ? = e ///(2 mc ) 
称为 拉莫尔频率. 

我们可以从不同的观点来研究这同一个问题.如果磁场 if 足够弱，拉莫 
尔频率同电荷系统有限运动的频率相比很小.则我们可以考虑（在可与周期 
2 ji / U 相比的时间内）对描述该系统的 设进行 平均.这些新的挝将 （ 以周期 /?) 
随时间缓慢变化. 

我们来考虑系统角动 fi M 平均值随时间的变化.按照力学中熟知的方 
程， M 的导数等于作用在系统上的力矩 A ：. 因而用（45.1)，我们 得到： 


dM ^ 

― - —=/V = m x H. 
dt 

如果荷质比 e/m 对于系统的所有粒子都相同，角动 tt 和磁矩彼此成正比例， 
我们用 （44.5) 和 (45,4) 得到： 


dM 

dt 


= —f2 x AI. 


(45.5) 


这个方程表明，矢量 M (随之磁矩历）以角速度-绕着场的方向转动，而 
其绝对大小和它与这个方向所成的角保持不变 .（ 这种运动称 为拉莫尔进动 
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§46波动方程 


真空中的电磁场可由/9 = 0,：/ = 0的麦克斯韦方程来决定，我们将这些 
方程再写 一次： 


rot E = 

i dH 

div JFf = 0, 

(46.1) 

c dt 

rot H = 

1 dE 

c dt 

div = 0. 

(46.2) 


这些方程具有不为零的解.这就是说，即使没有任何电荷，电磁场也能存在. 

在没有电荷存在的真空中所出现的电磁场称为电磁波.我们现在来研究 
这种场的特性. 

首先我们注意没有电荷存在时的这种电磁场必定是随着时间而变化的. 
事实上，在相反的情形中， dH/dt = dE/dt = 0,方程 （46.1) 及 （46.2) 就 
变为恒定场的方程（36.1)， （36.2) 及 （43.1) ， （43.2) 了，不过这时在方程中 
p = =0. 但是这时此方程的解（36.8> 及 (43.5) 在 p = 0, j ’ = 0时等于零. 

我们现在来推导决定电磁波势的方程. 

我们已经知道，由于势的非单值性，我们总可以使之满足某一附加条件. 
根据这点，我们可以这样来选择电磁波的势，使标势满足 方程： 

(p = 0. (46.3) 


这时 


E 


dA 

瓦， 


H = rot A . 


将这两个式子代人方程 （46.2) 的第一个，得到 

rot rot A = — J\A -f grad div A = - 


i d 2 A 
c 2 dt 2 


(46.4) 


(46.5) 
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虽然我们已经对势加上了一个附加条件，矢势4却仍未被完全唯一地 
确定.就是说，我们可以将一个与时间无关的任意函数的梯度加在 A 上（这 
时不改变 VP ). 就特例言之，我们可以这样选择电磁波的势，使 

div >1 = 0. (46.6) 


实际上，将 (46.4) 代入 div 五 = 0内，得到 

9 A ^ 

dlv ^r = 灰 dlv A = 0 ， 

这就是说， divA 与时间无关，而仅是坐标的函数.将一个适当的、与时间无 
关的函数的梯度加到 A 上，我们总可以使 divA = 0. 

方程 （46.5) 现在变为 

1 d 2 A 

这就是确定电磁波的势的方程.这个方程称为达朗贝尔方程或波动方程 

将算符 rot 及 d / dt 应用千 (46.7), 我们可以证明电场及磁场 if 满足 
同一个波动方程. 

我们来用四维形式将波动方程再推导一遍.对于不存在电荷的场，第二 
对麦克斯韦方程可以写成形式 

dF ik n 
~ d ^ = ° 

(这就是夕=0的方程 (30.2)), 代入用势表达的户 fc . 


F ik = 


3 A k 0 A i 


dxi dxk 


我们得到 


d 2 A k 

dxidx k 


dxkdx k 


(46.8) 


给势加上附加 条件: 


dA k 

dx k 


(46.9) 


(这个条件称为洛伦兹条件，选取满足这个条件的势就说是取洛伦兹规范） • 
于是 （46.8) 式第一项为零，留下 

d 2 A { m 0 A i ^ ，… 一、 


dxkdx k 




dx k dx l 


(46.10) 


①波动方程有时可以写成□>% = 0,式中 

n 92 

I \ — — . 

dx t dx i 


丄 f 

c ^ dt ^ 


称为达朗贝尔算符. 
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这就是写成四维形式的波动方程 ®. 

条件 （46.9) 的三维形 式是： 

4- div A = 0. 

c at 


(46.11) 


它比早先使用的条件 p = 0 和 divA = 0 史为 一般； 满足这些条件的势也满足 
(46.11). 但与它们不同，洛伦兹条件具有相对论不变的 特性： 在一个参考系 
中满足它的势在任何其他参考系也满足它（而如果变换参考系，条件 （46.6) 
一^ 般说来就破坏了）. 


§47平面波 


我们来研究电磁波的一个特例，这种电磁波的场仅依赖于一个坐标，假 
定是 : r (同时也依赖于时间）.这样的波称为平 面波. 在这种情形下，场的方 
程为 


d 2 f 2 d 2 f 
研一 C 应 



(47.1) 


式中，/代表矢量 E 或 H 的任意一个分量. 

为了解这个方程，我们将它改写为下面的 形式: 


(d d \( d d \ r ^ 

(n) {di^ c di ) f=0 

并且引入新变数 


所以 


很容易证明， 

= d _\ 色 d _\ 

2 \dt C dx ) 1 drj 2 ^ 况 + ° dx ) 


^ x x 


(”+ 0， ^ = 5(” 一 o 


因而 / 的方程变为 


这个方程的解显然具有形式 


d 2 f 

^dr] 


= 0 . 


/ = /l ⑹+ ,2(”)， 

①应当提及，条件（46.9> 还是没有唯一决定势的选择.我们可以给 A 加上一项 grad / 冉从 
W 减去一项 巧， 这里函数/不是任意的，但必须满足方程 □/ = (). 

c at 
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这里的 / i 及/ 2 是任意函数.因此， 

/ = /i(«-^)+/ 2 (t+^). (47.2) 

例如，设/ 2 = 0,则/ — 现在让我们来说明这个解的意义.在 

每一: r = «mst 的平面内，场随时间而 变化； 在给定的时刻，场因不同的 x 而 
不同.显然，对于满足 t 一 a:/c = const 的坐标 x 及时间（，即 


x = const + ct , 

场有相同的值.这就是说，如果在某一时刻 < = 0,场在空间某点 a : 有个一定 
的值，那么，在一段时间《以后，场在沿: r 轴与原来点相距 ct 处有同样的值. 
我们可以说，所有电磁场的值都以光速 c 在空间沿: r 轴传播. 

闵此， fi (t - x / c ) 是向 I 轴正方向行进的平面波.很容易判断， f 2 {t + x / c ) 
是沿着相反的方向，即沿着 x 轴的负方向行进的平面波. 

在§46中我们已经证明，电磁波的势可以如此地选择，使 p = 0 ，div A = 0. 
我们也可以同样地选择我们现在研究的平面波的势.因为所有的置都与？/及 
2 无关，所以 divA = 0 这个条件，在现在的情况下给出 

dA x ^ 

= 0 , 

OX 

按照 （47.1) 式，我们也就有 d 2 A x /0 t 2 = 0即 dAJdt = const . 但是导数 OA/dt 
决定电场，而且我们可以看出，在现在的情形下，分 M Ac 不为零就意味着有 
一个纵向恒定电场存在.因为这样的电场与电磁波无关，我们可以令 A x = 0. 

因此，平面波的矢势总可以被选择为垂直于 x 轴，即垂直于这个波的传 
播方向. 

我们来考虑一个沿着： r 轴的正方向行进的平 面波； 在这个波里，所有的 
量，特别是 A , 仅仅是 t _ x / c 的函数.从公式 


我们得到 

c 



IdA 

a 


H = rot A , 


if = VxA = v(i--)xA / = --n x A \ 


(47.3) 


此处的一撇，表示对 《 r / c 微分， n 则代表沿着波的传播方向的单位矢 M . 
将第一个方程代入第二个，得到 


H = n x E. 


( 47 . 4 ) 
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我们可以看出，平面波的电场£及磁场 if 都垂直于波的传播方向.根 
据这个理由，电磁波被称为 横波. 此外，从 （47.4) 式显然可见，平面波的电 
场和磁场相互垂直，并且绝对值彼此相等. 

平面波内的能流，即坡印亭矢量是 

S = 士 E x H =各 E x (n x E ), 

4 ji 4 ji 

因为 £；.n = 0, 所以 

5= ^E 2 n = ^H 2 n. 

An 4 ti 

因此能流是沿着波的传播方向.因为 

尺 2 )=£ 

是波的能發密度，按照场以光速传播的事实，我们就可以写岀 

S = cWn . (47.5) 

电磁场的每个单位体积内的动铖是 S / c 2 . 对于平面波来说，它等于 
( W / c ) n . 我们应该注意电磁波的能敁 W 与动 M W 7 c 之间的关系，正如以 
光速运动着的粒子的能量与动 M 之间的关系一样（见 （9.9) 式）. 

场的动最流是由电磁场应力张量的分量 (33.3) 所决定的.如果选择 
波的传播方向为 ar 轴的方向，我们求出：的唯一非零分设是 

T xx = -< r xx = W . (47.6) 

正如应当的那样，动量流沿着波的传播方向，而且其绝对值等于能坫密度. 

我们来求平面电磁波的 能敁密 度在从一个惯性系变到另一个惯性系时的 
变换规律.为此我们从如下公式出发 

1 一 7 

(见§33习题）并须作代换 

S’ x = cW , cos a \ ( j f x9 = — W , cos 2 a ’， 

式中…是 〆 轴（速度 v 沿该轴指向）同波传播方向之间的夹角（在 w 系 
中）.我们 得到： 

( V \ 2 

I 1 H - COSQ ； 1 

W = —— C 2 (47.7) 

因为 W = E 2 /4 ji = // 2 /4 ji , 所以波内场强的绝对值像 N / W 那样变换. 
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式中常数 7 = Kf \ 由此方程决定 F 后，我们得到 


2 


S = -fix { 




/ 


AiA { d ^ 


( 2 ) 


变到三维记号和固定参考系，我们选择波的传播方向为2：轴.则< = Ct — X ^ 
而常数7 = /° - Z 1 - 将二维矢量 / y ,/ z 记为 X ,我们从条件/，= (/°) 2 - 
( Z 1 ) 2 — jt 2 = rn 2 c 2 得到 


f + f 1 


m 2 c 2 + x 2 
7 


我们选择势时取这样的规范，其中 p = 0, 而 A (0 处于％平面内.则方程 （2) 
取 形式： 


S = H-r- ^(ct + x) - — 


2 




佘 / 


x • Ad ^ — 


e 


2 


27c 2 


1 錢 . 


按照一般法则（见本教程第一卷 §47), 为了决定运动，我们必须令导数 
as /^ f ：， as / 谷7等于某些新常教，通过适当选择坐标原点和时间原点，这些常 
数可以变为零.于是我们得到了含$的参教 方程： 




' ,A 冰， z = T^~n 1 Azd ^ 


m 2 (^ + x 2 \ ^ e 

- 1 穴一 7 


e 


h - Ad( + 


e 


2 


27 2 c 2 


J A 2 吡， 


ct = ^ X, 


广义动量尸=0 +二 A 和 能量# 可通过将作用量对坐标和时间微分求 
得； 这样就 给出： c 


Px 


Py = Vz 

7 m 2 ^ + x 2 

-丄 H - 

2 27 C7 


A 」人， 
c 


—yt - A + - —— -A 2 


27c 2 


^ = (7 +Px)c. 


如果我们对这些量做时间平均，周期函数 AK ) 中的一次项将变为零•假定参 
考系已经做了这样的选择，使得粒子在其中平均说来处于静止，即它的平均 
动量为零.则 


e 


2 


x = 0，7 2 =爪 2 c 2 + ^2 A 2 . 


决定运动的最后公式具有 形式： 


e 


2 


x 


27 2 c 2 


J ( A 2 - A ^) d ^ y =- 


e 

n 


e 


从’ z = ~ n IAz ^ 
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cf =之 + 


27 2 c 2 


J(A 2 -^)d^ 


Px 


27C 2 


{A 2 — A 2 ), Py = ~-Ay, P Z = ~-A 


(f = cry -h ——{ A 2 — A 2 ). 
27c 


(3) 



§48 单色平面波 

电磁波的一个非常重要的特例，是这样一种波，在这种波内，场是时间 
的简单周期函数.这种波称为单色波.在单色波内，所有的量（势、场的 分设〉 
以形如 cos ( u ;^ + a ) 的因子与时间发生关系， U ； 这个 i 称为波的循环频率（我 
们将简称它为频 率）. 

在波动方程中，场对时间的二阶导数现在是沪//汍 2 = - o ; 2 /, 所以，对 
于单色波，场在空间的分布由方程 


a ; 2 

A /+— / = 0 (48.1) 

决定. 

在（沿着 x 轴传播的）平面波内，场仅是 f - ar / c 的函数.因此，如果平 
面波是单色的，那么它的场将是 f -: r / c 的简单周期函数.这种波的矢势写成 
一个复数式的实数部分是最方便的了，即写成 


A = Re 


(48.2) 


这里， Ao 是某一个复常矢显而易见，这种波的场五与场//有相似 
的形式，即两个场有同一的频率 u ;. 


我们称 



(48.3) 


为 波长； 它是场在给定时刻〖随坐标: r 而变化的周期. 


_ 

11 ! 


k = —n (48.4) 

c 

(式中 n 是沿波传播方向的单位矢 M ) 称为波矢.我们可以借助它把 （48.2) 
写成形式 

A = Re { A 0 e i(fcr ~ u;t) }, 


它与坐标轴的选择无关.指数中与 i 相乘的 fi 称为波的相位. 


(48.5) 
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只要我们仅仅进行线性运算，就可以略去取实部的符号 Re ， 像对复量运 
算一样因此，将 

A = A 0 e i(fcr - U,i) 

代入 （47.3), 我们就得到单色平面波的强度和矢势之间形如下面的 关系： 

E = ikA } H = \k x A. (48.6) 

现在我们要更细致地讨论单色波场的方向.为了明确起见，我们来讨论 

电场 

£； = Re { J 5； oe i(fcr_u,t) } 

(当然下面所说的一切也同样适用于磁场） .说 是个复矢它的平方五 g — 
般也是复数.如果这个数的辐角是- 2a (即瑞=|瑞 | e - 2ia ), 由 

E 0 = 6e_ ia (48.7) 

定义的矢量 6 将具有它的平方实部， b 2 = I 五 o | 2 . 用这个定义，我们写出 

五 = Re (48.8) 

我们将 6 写成形式 

b = fei 十 ii>2, 

式中和 62 是实矢量.因为 6 2 = + - 6 2 必须是一个实量， bi .62 = 0 , 

即矢量~和 6 2 相互垂直.我们选择 h 的方向为 y 轴（且 x 轴沿波的传播方 
向）.则从 (48.8) 我 们有： 


E y = b\ cos(cjt — fc • r + a), 

E z = 土 62 sin(u；f — fc • r + a), (48.9) 

①如果把两个* i ： A ⑷和成复数形式 

A(t) = A 0 e* lurt f B(t) = B 0 e~ lu;l t 
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式中用正（负）号的条件是6 2 沿正（负 ） 2轴.从 （48.9) 可以得出 

脊+誓 =1 . 


(48.10) 


因此我们看到，在空间中每一点，电场矢量在垂直于波传播方向的一个 
平面内转动，而其端点描绘出椭_ (48.10). 这样的波称为椭圆偏振波.如果 
在 （48.9) 中取正（负）号，则转动发生在绕: r 轴旋转的右手螺旋（反）方向. 

如果6! =62椭圆 （48.10) 化为圆，即矢 最五转 动时保持大小不变.在这 
种情形下，我们说波是圆偏振波.现在 y 和2轴方向的选择显然是任意的.我 
们看到这样的波中复振幅五0的 y 和2分量之比是 


Eoz 



(48-11) 


相应于转动与右手螺旋方向相同或相反（右旋或左旋偏振）①. 

最后，如果或6 2 等于零，波的场时时处处平行（或反平行）于同一 
个方向.在这种情形下，称为线偏振波，或平面偏振波.椭_偏振波显然可以 
看做两个平面偏振波的叠加. 

现在我们转向波矢的定义并引入四维波矢，其分试为 


k { = (48.12) 

这些 S 实际上构成四维矢最，理由敁然在于，将它们乘以 W 我们会得到标 M 
(波的相 位）： 

kiX 1 = u)t — k-r. (48.13) 

从定义式 （48.4) 和 (48.12) 可见，四维波矢最的平方等 于零： 

^ki = 0. (48.14) 


这个关系也可直接从如下事实得到，即表达式 


A = Ao exp(—ikiX l ) 

必须是波动方程 （46.10) 的解. 

同所有平面波的情形一样，在沿: r 轴传播的单色波中，能量动量张童只 
有如下分 M 不等于零（见 §47): 




①我们假设坐标轴构成 A 乒系统, 
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利用四维波矢量，这些等式可以写成张 S 形式如 


r 


k 


Wc 2 


k { k k , 


(48.15) 


最后，利用四维波矢量的变换法则，我们能够容易地处理所谓多普勒效 
应——相对于观察者运动的源发出的波频率 a ；, 与同一个源在其静止系 （ A ^) 
中的“真”频率_相比所发生的改变. 

设 K 是源的速度，即 A ' o 系相对于尺系的速度.按照四维矢最变换的一 
般公式，我 们有： 

V 

k° - —k 1 
i.(o)o = c 

~ Yl 

c 2 

( K 系相对于 ZsTo 系的速度是 一 V ). 代入 A: G = u ； /c, A: 1 = kcos ct = S cos o ； 式 

中 a 是波的发射方向与源的运动方向之间的夹角（在 K 系中），用 u ； 0 表示 
0；,我们 得到： 

uj = ljq - ^ - • (48.16) 

1 - cos a 

c 



出： 


这就是要求的公式.对于 V 《 c , 并且如果角 a 不太接近于 Ji /2, 它给 


a; ~ cjq 



(48.17) 


对于 a = jr /2 我 们有: 



~ UJO 



在这种情形下，频率的相对改变正比于 V / C 的平方. 


习 题 


(48.18) 


1 . 利用复振幅求偏振椭圆轴的方向和大小 • 

解： 问题在于求矢量 b = b l ^ib 2t 其平方是实数.我们从 (48.7) 得到： 

Eo-E^b 2 ^ bl E 0 xES = -2 ib ! x b 2} ( 1 ) 


或 


0 + 兒 = i 4 2 + B 2 ， 6162 = AB sin 5, 
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因此，电荷在: E 2 /平面内沿着一个对称的8字形曲线运动（其纵轴沿着2/轴）. 
在一个运动周期内 ， Tf 从0 变到 2 ji . 

3. 求电荷在圆偏振波场中的运动. 

解： 对于圆偏振波的场，我 们有： 


Ey : 

= ^ocosa;^, E z 

= E'osin uj^y 

A V : 

cEo • c A 

= - sina;^, A z 

uj 

cEq 

= - cos u;^. 

UJ 

运动由下列公式 给出： 



a: = 0, 

ecEo A 

y = 9 cosut, 

ecE 0 . 

z = -- smcjty 

Px = 0, 

eE 0 . 

Py = - Sill Ujt, 

UJ 

eE 0 

p z = - cosu;c, 

U) 


7 2= m2c 2 + 等. 

因此，电荷在 j /2 平面内沿半径为 ecEo / W 的圆运动，动量具有常数值 
p = eEo / uj ,在每个时刻，动量 p 的方向与波的磁场//的方向相反. 

§49谱分解 


每种波都可以进行谱分解，即表为不同频率的单色波的叠加.这种展开 
的特性随场的时间依赖特性而变化. 

其中一 类同如下情况有关，那里的展开包含组成离散值序列的频率.这 
一 类中最简单的情况出现于纯周期性（尽管不是单色）的场的分解.这就是 
通常的傅里叶级数 展开； 它包含的频率是“基本”频率叫= 2 ji / T 的整数倍， 
这里 r 是场的周期.我们把它写成形式 


oo 

/= E “ nt 

71 = — OC 

(式中，/是任何描述场的 M ). M /„通过积分 

• 1 r T/2 

/n = 7 / fWe^dt 

1 J - T /2 

利用函数 / 来决定.因为/(0必须是实数，那么， 

f-n = /:• 


(49.1) 


(49.2) 


( 49 . 3 ) 
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在更复杂的情况下，展开可以包含几个不同的无公度基频的整数倍（或 
它们之和）. 

在对和式 （49.1) 进行平方及时间平均时，由于含有振荡因子，带不同频 
率项的乘积得零.留下来的项只有 /„/- n = |/ n | 2 . 因此，场的平方的平均值， 
即波的平均强度，是其单色分量强度 之和： 

£ l / n | 2 = 2 El / n | 2 (49.4) 

n=—oo n=l 

(这里假设了函数 / 对一个周期的平均值是零，即/ 0 = 7 = 0) . 

另一类场可以展开为含连续分布的不同频率的傅里叶积分.为了实现这 
一点，函数/⑴必须满足一定的 条件； 通常我们考虑在 f = 土00时变为零的 
函数.这样的展开具有形式 


/⑴ Oe - W 旁， (49.5) 

式中傅里叶分 M 借助函数 /( t ) 通过积分 

/ u ,= [°° me^dt (49.6) 

J 一 OO 

给出.类似于 (49.3), 

/- u , = /；• (49.7) 

我们来把波的总强度，即/ 2 对所有时间的积分，用傅里叶分的强度 
表示之.用 （49.5) 及 （49.6) 两式，我们得到 



或者，用 （49.7) 得 




(49.8) 


§50部分偏振光 

每一单色波，依照自己的定义，必定是偏振的.然而，我们经常所遇到 
的波，它们仅仅是近似单色的，包含着小间隔 Aa ； 中的各种不同频率.我们考 
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虑这种波，并且假设0；是它的某一中间频率.这时，它在空间给定点的场（为 
确定起见，我们将考虑电场五）可以写成形式 


E 0 (t)e^\ 


这里的复数振幅说(0是某一个缓变的时间的函数（对于严格单色波来说，芯0 
就是常数了）.既然税决定波的偏振，耶么，这就意味着，在波的每一点， 
偏振随着时间 变化； 这样的波称之为部分偏振波. 

用实验来观察电磁波的偏振特性，特別是，观察光的偏振特性，是将所 
研究的光通过各种物体（例如尼科耳棱镜），然后观察透过的光的强度.从数 
学的观点来看，这就意味着，我们可以从光场的某些二次函数的值得出关于 
光的偏振特性的一些结论.在此，不言而喻，我们所研究的是这些函数的时间 
平均值. 

场的二次函数是一些与乘积 E a E 0 ， E ㈤ 或 E q E ； 成正比的项所构成的. 

形如 

E q E( 3 = E 0n E 0 ^- 2 '^\ E*E* 0 = E^E^e 2 ' 1 ^ 

的乘积包含着快速振荡的因子 e ±2 il ^ 当取时间平均值时，结果为零.乘积 

&不包含那种因子，因而它对时间的平均值不为零.由此可见, 
光的偏振特性完全为张量 

J a(3 = EoaE ^ (50.1) 


所决定. 


闵为矢 iit 五0总在垂直 f 波的方向的平面内，张缺人/3 —共有四个分量 
(在本节内，指标应被理解为只取两个值，即 a ，0= l ,2, 相应于 y 和2 
轴； a : 轴沿波的传播方向）. 


张 M 的对角元素之和（我们记为 J ) 是一个实 M 

E ) 模数的平方平 均值： 

J = J aa = E 0 Eq . 


矢量 


(或 


(50/2) 


这个量决定波的强度，如能流密度所测 fi 的一样.为了消去那些与偏振没有 
直接关系的量，我们引入张最 



Jq(3 



(50.3) 


来转换 ./ a / J . 对它来说 ， Am = 1 ;我 们称之 为偏振张量. 

从 （50.1) 的定义，可以看出在张 W 以及相应的 p a/3 的分量间存在 
着下面的 关系： 


Pol( 3 — Pfi 


( 50 . 4 ) 
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(即该张量是厄米的）.因而，对角分量 pi 1和/>22为实数（且 Pi 1 + />22 = 1 ) ， 
而 P 21 = M 2 . 所以，偏振由三个实参数表征. 

我们来研究对于完全偏振光，张 M 必须满足的条件.在这种情形 
下， E 0 = const ,所以我们简单地得到 

Jct0 ~ JPa0 = EquEqp (50.5) 

(未平均），即该张量的分 M 可以写成某个常矢 M 分量的乘积.其充要条件是 
行列式 为零： 

\pa0\ = P\\P22 - P12P21 = 0 . ( 50 . 6 ) 

相反的情况是非偏振光或自然光.完全不存在偏振意味着，所有的方向 
(在2/2平面内）等价.换言之，偏振 张址必 须具有 形式： 

Pa0 ~ 2^0/3* (50.7) 


行列式是 \p a fi\ — 1/4. 

在任意偏振的一般情形下，行列式的值从0到 1/4®. 所谓偏振度是指正 
MP , 定义为 

\p afi \ = ^(1 - P 2 ). (50.8) 

P 值从 0( 对于非偏振光）变到1 (对于偏振光）. 

任意张量可以分为对称的和反对称的两部分.其中对称部分 

~ ^2^Pot0 P0a) 

是实的， W 为具有厄米性.反对称部分是纯虚的.像任何阶数等于维数的 
反对称张 M —样，它化为一个 赝标量 （见§6第五个脚 注）： 

~ PHa ) = — 

式中4是一个实赝标是单位反对称张设（其分 Me 12 = - e 21 = 1) .因 
此，偏振张量具有 形式： 


Poifl = 一 2 = Sfl 、 


( 50 . 9 ) 


①通过考虑平均值易见，形如 (50.1) 的任何张 M 的行列式均力 lH . 为简单起 1 Al ， 求和对分 
立值进行，再用熟知的代数不等式 

2 


^uVb ^ kai 2 


a 


b 
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即它化为一个实对称张量和一个赝标量. 

对于圆偏振波，矢堡说 = const ,这里 

Em = 士 . 

于是易见，而4 = 士1.另一方面，对于•线偏振波，常矢量五 0 可 
以选为实的，所以 4 = 0. 在一般情形下 ， W 4可以称为圆偏 振度； 它取值从 
+ 1到-1，极限值分別对应右旋和左 旋圆偏 振波. 

实对称张量像任何对称张量一样，可以化到主轴，不同的主值我 
们 i 己为和 A 2 . 主轴的方向相互垂良.将沿这些方向的单位矢量记为 n ⑴和 
n ( 2 >, 我们可以把 5 Q /3 写为 形式： 

S a 0 = Xin ^ n ^ + A 2 n ^ 2) nJ i 2) , Ai + A 2 = 1. (50.10) 

量 \ 和 A 2 是正数，取值从 0 到 1. 

假设 A = 0, 便有= S a/3 . (50.10) 式的两项中，每项的形式均为常矢 
最 （ ⑴或 y / x ^ n ^ ) 的两个分債之积.换 Pr 之，每项对应于线偏振光.此 
外我们看到 ，（50.10) 中没有含两个波分 fi 乘积的项.这意味着两部分可以看 
成是在物理上彼此独立的，或者如人们所说，它们是非相干的.实际上，如 
果两个波独立，乘积的平均值就等于每个丙子平均值的乘积，因为 

它们每个都是零，所以 _ 

私”五》 2 ) = 0. 

于是我们得到如下结沦，在这种情形 F (A = o ), 部分偏振波可以表示为 
两个非相千波（强度正比于和 A 2 ) 的叠加，沿相互垂 ft 的方向线性地偏 
振①. (在复张量 A # 的一般情形下，町以证明，光能够表示为两个非相十椭 
岡偏 振波的叠加，它们的偏振椭岡相似且相互垂直，见习题 2. 

令 V ?为轴 1(2 /轴） 和单位矢 ft nW 之间的 夹角； 于是 

n (1 ) = ( cosp ’ sinp )， n ( 2 ) = (— sin cos p ). 

引入量 Z = 入1 — 入 2 (设入 1 > 入2 ) ，我们将张量 (50.10) 的分量写为如下形式: 

5 Q , = lf 1+/C ° S ^ /Sin2 ^ V (50.11) 

2 y / sin 2(p 1 — lcos2(pJ 

W 此，对于轴 2 /和 2 的任意选择，波的偏振特性可以用下列三个实数来表 
征： A —圆偏振度，/ M 大线偏振度和 p 最大偏振方向 nM 和?/ 轴之间的 
夹角. 

①行列式 \S fUi \ = AiA 2 ; 假设 A , > A 2 , 则偏振度，如 ( 50.8 ) 所定义，是尸 =1 -2 A 2 . 在 FI 
前的情形 (A = 0), 人们常用退偏振系数（定义为比值 A 2 / A ,) 来表征偏振度. 
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我们可以用另外三个参数的集合 （斯托克斯参 数）： 

= Z sin € 2 = ^4, ^3 = I cos 2<p 

来替换这三个参数.偏振张 M 可以利用它们表示为 


(50.12) 


pct0 


2 


1 +《3 - i 《2 

《1 + i 《2 1 — 《3 


(50.13) 


所有三个参数的取值范围都从-1到 +1. 参数6表征沿2/和2轴的线 偏振： 
值《3 = 1相应于沿2/轴的完全线偏振，& = -1 相应于沿2轴的完全线偏振. 
参数$1表征沿与2/轴成45°角方向的线偏振：值心=1意味着在角¥?== Ji /4 
的完全偏振，而6 = -1意味着在角 = — Ji /4 的完全偏振①. 

(50.13) 式的行列式等于 


I 師 I = - Cl -^2 —( f ) 


(50.14) 


与 （50.8) 比较，我们看出 


p =\ A ? + 泛 +《 i . 


(50.15) 


于是，对于给定的总偏振度 P ， 可以有不同类型的偏振，由三个心的 
值表征，其平方和是间 定的； 它们构成一类长度间定的矢最. 

我们指出， 量& = 4和是洛伦兹变换下的不变量.从这些 
敁作为圆偏振度和线偏振度本身的意义来看，这一点已经儿乎是不言而喻的 
了®. 


习 



1. 将一任意的部分偏振光分解为“自然光”和“偏振光”两部分. 
解： 这个解意味着将张量；表示为如下形式 


J Q0 = \ j M 8 a (3 ^ E ( o l ) E ^ ) \ 


①对于椭 N 轴为 bi 和*> 2 的完全椭圆偏振波（见 §48), 斯托克斯参数足 •: 


=0, ^2 = ±26i6 2 /Jt ^3 = (fr? - bl)/J. 

这 m ?； 轴沿农心 ， ini ^2 中的正负 g 对应于 h 足沿荞还足相反于 2 轴的方向 • 

②为给出直接证明，我们指出， w 为波场在任何参芩系中都是横场.一汗始就很清楚•张 

W 在任何新参考系中仍然是二维的 • PM 到的变换不改变绝对乎方和(实际 
上，变换的形式并不依赖于光的特殊偏振性质，而对于完全偏振波，这个和在任何参考系中都 
等于 1). W 为这个变换垲实的，张 Mpm (50.9) 的实部和虚部独立地变换，所以每个分 Ift 的平 
方和各 A 保持常数，用 f 和>1表示. 
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第一项对应自然光部分，第二项对应偏振光部分.为了确定这些部分的强度， 
我们注意行列式 

- \ j { n ) s Q0 =14^0^1 = ° - 

将 J a0 = J Pa0 写为形式 (50.13), 解方程得到 

j (°) = J(l - P ). 

偏振部分的强度是 《/( p ) = | J 5 ；^ p) | 2 = J - J ("> = JP . 

偏振光部分一般说来是椭圆偏振波，椭圆轴的方向同张量的主轴重 
合.桃圆轴的长度 6i 和 62 以及 bi 轴和 y 轴的夬角 p 由如下方程给定： 

6 j + = J P -, 2 b \ b 2 = JPS , 2 <, tan 

2 . 将任意的部分偏振波表示为两个非相干椭圆偏振波的叠加. 

解： 对于厄米张量 pm , “主轴”由两个单位复矢量 n ( nn * = 1 ) 决定， 
它们满足方程 

Pct0^0 ~ ( 1 ) 

主值 Ai 和 A 2 是方程 

\ Pa 0 - A (5 a ^ I = 0 

的根.将 （ 1 ) 两边乘以 我们 得到： 

1 - • 

A = PaffTi^np = —\Eo a n^\ 2 , 

由此可见 A l9 A 2 都是正实数.将方程 

Pa^ri^ = p* a0 n { 0 y = Mn ( a 2)m 

乘以 n^ y (对第一个）和 nf (对第二个 h 取结果的差，并考虑 到内^ 的厄 
米性，我们 得到： 

(Ai -入2)必)7^ 2) . =0. 

于是有 n ⑴. n ( 2) _ = 0 ,即单位矢量 n ⑴和 n ( 2 ) 相互正交. 

波的展开由下列公式提供 

Pa (3 = Xin ^ n ^ -f A 2 n ^ 2 ) n ^ 2) ". 

我们总可以选择复振幅，使得两个相互垂直的分量一个为实，另一个为虚（比 
较 §48) .令 


71 (^)= 61 ， = ib 4 2 
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(现在这里的及 fe 2 理解为按条件 H M = 1进行了归一化），从方程 
n ⑴. n ( 2 )* = 0我们得到： 


n; 2 ) = i&2, 4 2 )= 石 1. 

于是我们看到，两个椭圆偏振的椭圆是相似的（有相同的轴比），而其中的一 
个相对于另一个旋转了 90°. 

3.求 y ，2 轴转动角度 v ? 时斯托克斯参数的变换法则. 

解： 该法则由斯托克斯参数与沢平面内二维张量分量之间的联系决定， 
由如下公式给出 

cos 2 <p - sin 2v ?, ^3 = sin 2 <f + cos 2 ( p , ^ = ^ 2 - 


§51 静电场的傅里叶分解 

电荷所产生的场在形式上也可以分解为平面波（即展开为傅里叶积分）. 
然而这种展开，在本质上与电磁波在真空中的展幵是不同的.实际上，电荷所 
产生的场并不满足齐次的波动方程， W 而这个展开式的每一项也不满足这个 
方程.由此可以断定，电荷产牛.的场所能展幵的平面波，并不满足 k 2 = u 2 / c 2 
这个关系，而这个关系对于笮色平面波却是有效的. 

就特例言之，如果我们形式地将静电场表为平面波的符加，这些波的“频 
率”敁然为零，闵为所考虑的场与时间 无关； 波矢最本身当然不为零. 

现在我们来考虑处在坐标原点的点电荷 e 所产生的场.该场的势 V ：为如 
下方程所决定（见§36> 

Aip = —4 jie <5( r ). 

我们将 P 展开为傅里叶积分，即我们把它表为 形式： 

d 3 fc = : dk x dk y dk z . 


9 


ik- 




d 3 k 

硕， 


(51.1) 

(51.2) 


式中 


^Pk = 




将拉普拉斯算符应用到 （51.2) 的两边，我们得到 



k 2 e ikr 外 


d 3 k 

(2 丌) 3 ’ 
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所以，的表达式的傅里叶分量是 


另一方面，我们取方程 (51.1) 两边的傅里叶分敏，就可以求得 （△#)&: 


(A(p)k = — I AjieS(r)e 


J 


ik 


4 jie 


比较 （ Ap ) fc 的以上两个式子，得 


4kc 


V^fc 


A - 2 


这个公式解决了所提出的问题. 

像对势 P —样，我们也可以展开场 


E 


E k e 


ifc- 


d 3 A ： 

(2 丌) 3 


利用 （51,2), 我们得到 


E = —grad 


同 （51.4) 相比较，得 




ifc 


d 3 A: 

(2^V 


\kifkC 


ifc* 


d 3 fc 

(2ji): 


Ek = —ik(pk = —i 


4nek 

~ k ^ 


(51.3) 


(51.4) 


(51.5) 


由此 " I 见，库仑场可以分解的波的场沿着波矢阽方向 . W 此，这些波可以称为 

纵波， 


§52场的本征振动 

我们来考虑空间一有限体积内的电磁场（不存在电荷）.为了简化以后 
的计算，假设这个体积的形状是一个长方体， K 边是丄这时我们可以 
将场的所有特征摄在这个长方体内展开为三重傅里叶级数（按三个坐标）•这 
个展开式可以写成（例如对于矢 势）： 

A = ^ A fc e ifcr . (52.1) 


求和应对矢量 fc 的所有可能值进行，矢量 fc 的分 M 可取 

， 2nn x f 2jin v , 2mi z 

kx ~ A r ^ v ~ B 、 z ~ C 
各值， n x , n yi n 2 是正整数或负整数 • 


(52.2) 
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㈥ 为 A 必须为实，展开式 （52.1) 的系数必须满足关系式 A_ fc = 从 
divA = 0 这个方程，对于每一个 fc , 我们有 


k - Ak = 0, 


(52-3) 


就是说，复矢 M Afc 垂直于其相应的波矢量 fc . 矢量 Afc 当然是时间的 函数; 
从波动方程 (46.7) 可知，它们满足方程 


Ak + c 2 k 2 Ak = 0 . 


(52.4) 


如果体积的边 A , B,C 足够大，那么， k x , k y ， k z 的相邻的值（它们的 
n x , n y , n z 相差 1) 彼此几乎相等.在这种情形下，我们可以讨论 k x ， k v ， k z 
在小间隔 匕 k x ， Ak y 、— z 中的可能值的数目.既然与匕邻近值相应的化相差 
1，那么，在间隔 Ak r 内匕 可能值的数目就简单地等于化之值的相应 
的间隔.因此，得到 

△71: = ~~ △Tly = ~~ = ~ △A^2. 

271 271 ZJI 


分量在间隔 Ak x , Ak yy Ak z 内的矢量 fc 的可能值的总数 An 等于 An x An y An z , 



An = An x AnyA7iz = 


V 

(2^ 


Ak x Ak y Ak z ， 


(52.5) 


式中 ， V = ABC 是场的体积.由此很容易决定其绝对值在间隔内，而其 
方向在立体角元内的波矢量可能值的数目.为此，我们只需在 “ fc 空间” 
内变换到球坐标，并且用这个坐标表示的体积元来代替 込. 因此， 


An = 


V 


㈣ 3 


h 2 AkAo . 


(52.6) 


以 4 ji 代 Ao , 绝对值在间隔内而方向任意的波矢量 fc 值的总数就是 
An = Vk 2 Ak /2 n 2 . 

我们来计算场在体积 K 内的总能量 

沒 = U ( E 2 + H 2 ) dV , 

把它表示为量 Afc 的函数.对于电场和磁场，我们有 

E=--A = --Y ^ke ik r , 

C C k 

H = rot A = — iy^(fc x Ak ) e ,fc r . 


(52.7) 
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当求这些和的平方时，必须记着，所有含波矢量 fc 和 k f (k ^ k f ) 项的乘积在 
整个体积内积分时为零.事实上，这样的项含有形如的因子，而积 
分，例如 

f A f.2n \ . 

J exp ( i—n x x 1 dx 

当％是不为零的整数时，等于零.在含有 fc ' = - fc 的项中，指数为零，对 dK 
的积分恰恰等于体积 v . 

结果，我们求得 

- (k x A k ) • (k x A^y 

从 （52.3), 我们有 

(k x A k ) • (k x A* k ) = k 2 A k • Al 

于是我们最后得到 

^=^2 4 + k2(?Ak ' (52.8) 

k 

这个和中的每一项对应于展开式 （52.1) 中的一项. 

由于（52.4)，矢 M Afc 是时间的调和函数，频率 u ；*： = cfc 仅取决于波矢 
的绝对值.依赖于这些函数的选择，展开式 （52.1) 中的项可以表示平面驻波 
或行波.我们将场的展开式写成这样的形式，使它描述平面行波.为此，我们 
将它写成形式 

A = ^( a fc e ifcr + aje - ifcr ) (52.9) 

k 

(这个形式明白地显出 A 为实），并且每一个按以下规律依赖于 时间： 

ak 〜 e 一 1 a；fc = cfc. (52.10) 

和式 （52.9) 内的每一项都仅是差 fc r _ a ； fc * 的函数，它与在矢 M fc 方向传播 
的波相应. 

比较展开式 （52.9) 和（52.1)，我们发现，它们的系数通过公式 

Afc = 餐 /c + 

相关联，而从 (52.10) 可见，时间导数通过 


Ak = 一 icfc(afc — aj) 
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矢量 Pfc 及 Qfc 中的每一个都垂直于波矢 fc , 即有两个独立分量.这些矢 
W 的方向决定其相应行波的偏振方向.用 Q kj J = 1,2,代表矢量 Qfc 的两个 
分量（在与 fc 垂直的平面内），我们就有 

J 

对于巧，我们也可以得到相似的式子.于是， 

光 =乙為，為= (52.16) 

kj 

由此可见，哈密顿量分解为若干独立项 jTfcj 之和，每项仅含一对量 
及 p ki . 每个这样的项与一个有一定 波矢童 及偏振的行波相对应.量 j ^ kJ 具有 
作简谐振动的一维“振子”的哈密顿量的形式.因为这个理由，我们有时说用 
振子来展开场. 

我们来写出显含变 M Pfc , Qfc 的场的表达式.从 （52.13) 得到 

a *： =石- iu ^- Qfc)，aj = — + iwfcQfc ). (52.17) 

将这些式子代入 （52.1), 我们得到场的矢势 

A = ^、ckQ k cosk • r — P^sinfe • r ). (52.18) 

k 

对于电场与磁场，我们求得 

E = —2^^ y^(ckQk sin fc • r 4- Pfc cosfc . r )， 

H = ^ ^-{ck(k x Qfc) sinfc . r + (fc x Pk) cosfc - r}. (52.19) 



第七章 
光的传播 


§53几何光学 

平面波的特征是它的传播方向和振幅处处相同.任意的电磁波当然没有 
这种特性. 

然而，在许多情况下，电磁波虽然不是平面波，但具有如下特性，即它 
们在空间的每一个小区域内可以当做是平面波.为了满足这个要求，显然，波 
的振幅和方向在与波氏同数量级的距离内必须是几乎不变的. 

如果这个条件被满足了，我们可以引入一个所谓波面，它是这样一个面， 
在该面上的所有点，波的相位（在给定时刻）都是一样的（平面波的波面显 
然是一个与光的传播方向相垂直的平面）.在空间的每一个小区域内，我们 
可以说光的传播方向垂直于波面.这样，我们可以引入光线这个概念，光线 . 
是其上每一点的切线都同光的传播方向相合的线. 

用这种方法研究波的传播规律属于几何光学的范畴.因此，儿何光学将 
波的传播，特別是光的传播.当做光线的传播，因而完全同它的波的特性脱 
离了关系.换句话说，几何光学相当于波长 A — 0 的极限情形. 

我们现在来求几何光学的基本方程——决定光线方向的方程.设/是描 
写波场的任意一个量（五或//的任意一个分域） . 在单色平面波中，/有下 
面的 形式： 

鲁 

/ = aexp [ i(fe * r — ut + a )] = aexp [ i (— A:〆 + a )] (53.1) 

(我们略去了符号 Re ; 以后遇到的所有式子都理解为取其实数部分）. 

我们将场的表达式写成 

/ = ae ^. (53.2)： 

对于波不是平面的，但几何光学可以适用的情况，振幅 a —般来说是坐标与 
时间的函数，而相位也叫做程函，没有像 （53.1) 那样简单的形式.但是 
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在本质上， 0 是一个很大的 iit 这可以直接从下面的事实看出来，即当我们移 
动一个波长时，分就变动 2jc ， 而几何光学是与极限 A — 0 相应的. 

在一个小的空间区域中和一个小的时间间隔内，程函可以展幵为 级数； 
如果只精确到第一级，则我们有 


0 r • 


S + 




(坐标及时间原点都选择在所研究的空间区域及时间间 隔内； 导数在原点取 
值）.将上式与 （53.1) 式相比较，得到 

. ^ , dip / 、 

^ = ^7 = grad uj = - — , (53.3) 


这相应于下面的事实，即在空间的毎一个小区域内 （ R 在每个小的时间间隔 
内），波可以当做是平面的.用四维空间形式， （53.3) 式可以写成 



d%j) 

dx i 


(53.4) 


其中 h 是波四维矢 

在§48中我们已经看出，四维矢世 V 的分量之间有 
(53.4) 代人，得到 

dip 

d^idx 1 ^ 

这个方程称为程函方程，它是几何光学的基本方程. 

在波动方程内作釭接的极限过渡 A — 0,也町以导出程闲方程.场/满 
足波动方程 

d 2 f a 
-^ 0 

将/ = fle 冰代人，得到 


< = 0 的关系.将 

(53.5) 




(53.6) 


但是上面已经指出，程函分是一个很大 的最； W 此前三项与第四项相比可以 
略去，于是我们重乂得到方程（53.5〉. 

在这里，我们还将求出一系列关系.虽然将这些关系应用于光在真空中 
的传播时只能导出一些显而易阽的结果，不过，它们还是重要的.因为就其 
一般形式而言，这些推导也适用于光在物质介质中的传播. 

从程函方程的形式，得到一个在几何光学与实物粒子力学间的惊人的相 
似性.粒子运动决定于哈密顿-稚可比方程 （16.11). 这个方程，正如程函方 
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程一样，是一阶偏导数的、二次的方程.我们知道，作用虽 s 与粒子的动量 p 
及哈密 顿置义 有下列关系： 

n dS dS 

将这些公式与 （53.3) 比较，我们看出，波矢在； L 何光学中所扮演的角色正如 
粒子的动 M 在力学中所扮演的角色一样，而频率所扮演的角色是哈密顿量， 
即粒子的能波矢的绝对值 A : 同频率的关系为 A : = o ;/ C . 我们看出，这个关 
系正与一个质贵为零而速度等于光速的粒子的动 W 与能 W 的关系 p = 相 
似. 

对于质点，哈密顿方程 

• dje . dje 
p= _~§^ v=r = ~d^ 


成立.鉴于 t 述的相似性，我们可以直接写出光线的类似方程 

•- duj . duj 



(53.7) 


在真空中， a ; = cA : ， N 而 A = 0, v = cn ( n 是沿着波的传播方向的中-位矢屋： ） ; 
就是说，在真空中，光线是直线，光沿着这条良线以速度 c 传播. 

下面的考虑，更加清楚地说明了波的波矢与粒子的动量的相似性.我们 
来考虑一种波，它是许多频韦不同的单色波在某一小间隔内的铃加，这个波 
只占据空间的某个有限 K 域（这就是所谓波 包）. 我们利用公式 （32.6) 及能 
量动量张量 （48.15) 来计锌这个波的场的四维动量（对于每一个单色分 M ). 
用某些平均值代替这个公式中的 V ,我们得到如下形式的表达式 


P l = Ak\ (53.8) 

这1四维矢景户与 A " 的比例常数4是一标 it 写成三维形式，这个关系给 
出 

P — Ah, S = Au. (53.9) 

由此可见，当我们从-个参考系过渡到另一个参考系时，波包的动 和能敏 
像波矢和频率一样变换. 

再往前追溯这种相似，我们可以为几何光学建立一个原理，这个原理与 
力学中的最小作用量原理相似.然而，不能将它写成如6 | Ld / = 0 耶样的哈 

密顿形式，因为对于光线，不可能引入像粒子的拉格朗日 W 那样的函数.事 
实上，粒子的拉格朗 n 量 L 与哈密顿 M ，有 L = 办-，的关系.如 
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果用频率 u ； 代替哈密顿 H !:， 用波矢 fc 代替动 M ， 那么，光学中的拉格朗口量 
就应该写成 fc •决 0；. 但是这个式子等于零，因为 u ； = A . 前面已经提到 
过，光线的传播同一个质量为零的粒子的运动相似， 闪此， 对于光线引入拉 
格朗日發之不可能也是显而易见的. 

如果波有一定的恒定频率 u ；， 耶么，它的场与时间的关系就为一个 W 子 
e 一^所决定.因此，这样的波的程函就是 

分 = —cut + ip Q (x ， y ， z), (53.10) 

式中 ，咖） 仅是坐标的函数.程函方程 （ 53.5) 现在取下面的 形式： 

(grad^o) 2 = (53.11) 

波面就是定值程函的曲面，亦即曲面族咖 ( H /， 2 ) = const . 光线本身在每一 
点都垂直于相应的 波面； 光线的方向为梯度▽咖所决定. 

众所周知，如果能 id ： 是常数，粒子的最小作用量原理也可以写成所谓莫 

培督原理的 形式： 

bS = b J p • dZ = 0, 

这里的积分是沿着两点间的粒子的轨道而取的.在这个式子内.我们假设动 
量是能量与坐标的阐数.光线的类似原理是费马原理.在这种情形下，我们 
将费马原理写成类似的 形式： 


6*0 = 6 y fc • dZ = 0. 

在真空中 ， fc = tn , 我们得到 ( di.n = d /)： 

c 

6 J dl = 0 , 

这与光沿直线传播相应. 

§54强度 

在几何光学中，光波可以当做一束光线.然而光线本身仅仅决定光在每 
一点的传播方向，还余下来一个问题，即光的强度在空间分布的问题. 

在所考虑的光线朿的波面上，我们取出一个 X 限小的面元.从微分儿何 
知道，在每一个曲面的每一点上，有两个（一般说是不同的）主曲率半径.设 
nr 和 M ( f?l 7) 为主曲率圆的线元，它们在波面的给定面元上.通过 a 和 c 的 


(53.12) 


(53.13) 
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h 



图7 


光线相交于相应的曲率中心,而通过6和 d 的光线则相交于另一曲率中心 

o 2 . 

当从 Oi 和0 2 出发的光束的开放角一定时，弧 ac 和 M 之长显然与曲率 
半径历和丑 2 成正比（即与 0:(9 及0 2 0成正比）.面元的面积与长度 ac 和 
M 之积成正比，即与 RiR 2 成正比.换句话说，如果考虑由一束光线所构成 
的波面元，那么，当沿着光线移动时，面元的面积将与 R ' lh 成正比地改变. 

另一方面，光的强度，即能流密度，与一定的光能 ft 通过的曲面面积成 
反比.因此，我们得到一个结果，即光的强度是 


const 



R\ R‘2 


(54.1) 


这个公式必须理解如下.在每一条光线 _h ( 图7中的 AB ), 存在着确定 
的点认及0 2 ,这两点是所有与光线相交的波面的曲率中心. OA 与00 2 是 
从 O 点（波面与光线相交之点）到和0 2 的距离.即波面在 O 点的曲率 
半径凡及/? 2 .因此，公式 (54.1) 决定光沿着一条光线上的强度变化，表示 
为到该线上二定点之距离的函数.我们强调指出，这个公式不能用来比较 N 
一波面上的不同点的强度. 

因为强度为场的模的平方所决定，我们就可以写出场本身沿光线的变化 


如下： 

const . ： i . p 
/ = — ==e 
J y/RyRi 


(54.2) 


式中，在相_子#^内，我们既可 以用凡 也可以用代替兄对于一给定 
的光线，和 e ifc &两个量只相差一个常设因子，因为差的-队即两个 
曲率中心的距离，是一个常数. 

如果波面的两个曲率半径相等，那么， （54.1) 和 （54.2) 就有如下的 形式： 



const 



const ]kR 
~R~ 


(54.3) 


当光是从一个点源射出时，就对应于这种情形（波面都是同心球，是从光 
源到波面的距离）. 
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从 （54.1) 式，我们看出，在巾=0, /? 2 = 0各点，即在波面的曲率中心， 
强度变为无穷大.将这个结论 应用到 光线束，我们得到在一给定光线束内，光 
的强度，一般来说，在两个曲面上变为无穷大，这两个曲面就是波面的所有 
曲率中心构成的儿何图形.这两个曲面称为焦散面.在光束的波面是球曲的 
特殊情形下，两个焦散面就合为一点（焦点）. 

必须指出，按照 微分几 何中熟知的曲面族的曲率中心几何构形的性质， 
光线与焦散面相切. 

我们应当记着，对于凸波面，波面的曲率中心可以不在光线本身，而在 
其延长线上，在发出光线的光学系统之外.在这种情形下，我们说它是虚焦 
散面（或虚焦点）.这时，光的强度无论在哪里都不会变为无限大. 

至于 光的强度变为无限大，实际上应当理解为，强度在焦散面上变大了， 
但仍是有限的（见§59中的习题）.形式上，光强度为无限大就说明儿何光 
学近似不能应用到焦散面附近.与此有关的还有下述事实，即相位沿着光线 
的变化可以由公式 （54.2) 来决定，但是只限于不包含与焦散面相切之点的一 
段.以后在§59中我们还要证明，实际 h 当光线穿过焦散面时，场的相位减 
少 Ji /2. 这就是说，如果在光线上与焦散面第一次相交之前的那一段上，场 
与因子 ( x 是沿光线的坐标）成正比，那么，穿过焦散面以后，场将与 
e ^ x -；!/ 2 ) 成正比在第二个焦散面的切点的附近，乂会发生同样的情形，在 
这点以后，场将与 e ^ kx ~^ 成正比①. 

§55角程函 

如果一条光线在真空中行进，投射在一个透明物体上，当它从这个物体 
射出时，它的方向与原来的方向一般来说是不同的.这种方向的改变当然与 
物体的特性和物体的形状有关.但是，我们可以求得一些一般的规律，这些 
规律给出光线经过一个任意物体时方向的改变.在此，我们只假定儿何光学 
可以应用到在我们所考虑的物体内行进的光线.依照惯例，光线所穿过的透 
明物体称为光学系统. 

按照§53所指出的光线传播与粒子运动的相似性，这些普遍定律，对这 
样的粒子运动方向的改变也是有效的，这个粒子在真空中最初沿直线运动， 
以后经过某一电磁场，再从这个场中穿出 来到真 空中.但是，为了确定起见， 
我们以后总是说光线的传播. 

我们在上节已经看出，（对于一定频率 的光） 描述光线传播的程函方程可 
以写成 (53.11) 的形式.从现在起，为便利起见，我们用 ☆代表 被常数 u ；/ c 除 

①尽宵公式（54.2> 本身4:焦敗面附近不成立,场的相位改变在形式1：相应于这个公式中 
比或办正负号的改变（即乘以 



• 152 • 


第七章光的传播 


过了的程函咖.这时，几何光学的基本方程有下列 形式: 


( V 0) 2 = 1. 


(55.1) 


该方程的每一个解描述一个确定的光线束，其中经过空间给定点的光线 
的方向由4在该点的悌度决定.然而为了我们的目的，这种描述是不够的， 
因为我们正在寻找的，是决定任意光线（而不是一个确定的光线经过一 
个光学系统的路径的普遍关系.因此，我们必须应用程函的这样一个形式，它 
可以描述所有一般可能的光线，也就是经过空间任意一对点的光线.通常形 
式的程函 rP ( r ) 是经过点 r 的某束光线的相位.现在我们应当引入为两点坐标 
函数训 r , r ') 的程闲 （ r 和 r ' 是光线起点和终点的径矢）.对于每一对点 r , 〆 , 
都可以有光线经过这两点，而分(广 〆 ）是光线上两点^和 〆 的相位差（或如 
一般所称的，光程长 从现在起，我们把 r 和 r ' 理解为透过光学系统之前 
和之后光线上两点的径矢. 

如果在 t / Kr ， 〆 ） 中，认为径矢之一，例如 〆 ，是给定的，那么，0是 r 的函 
数，描写一个确定的光线束，即经过 〆 点的光线束应当满足方程（55.1)， 
方程中的微分是对 r 的分量进行的.同理，如果 r 间定，我们乂得到一个 
寸 ( r ， r f ) 的方程，因此 

(▽矽) 2 = 1， ( VV) 2 = 1. (55.2) 


从上节我们知道，光线的方向由它的相位的梯度所决定.既然 i / Kr ， 〆 ） 是 
在点 r 及点 r ' 的相位差，在 〆 点的光线的方向就由矢最 n ' == dx ^/ dr ' 所决 
定，而在 r 点的光线的方向，则由矢量 n = - d ^/ dr 决定.从 （ 55.2) 式可以 
看出， n 及 Y 是单位 矢最： 

n 2 = n’ 2 = 1. (55.3) 


四个矢最 r ， r ^， n ， n ' 相互间有一定的关系，因为其中两个 （ n 和 n ') 是 
某一闲数4对另外两个 （ r 和 〆 ）的导数.至于函数少本身，它是满足附加 
条件方程 （55.2) 的. 


为了求出71，“，7*，7*'的关系，最便利的方法是用另外一个量代替对 
这个量不加任何附带条件（即不要求它满足任何微分方程）.我们可以按照 
下面的方法去做.在函数4内，独立变最是 r 和 r '， 因此，对于微分 dt /；， 我 


们有 


d 矽 


dxl) 

dr 


dr + 


dr 9 


• dr 


—n 


dr + n’ • dr 


现在我们作一个勒让德变换，从 r ， 〆 ， 变换到新的独立变量 n ， n 、 亦即 
我们写 


(1 矽=一 d(n • r) + r • dn + d(n’ • r ) — r f - dn ’， 


引入函数 
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乂 = n’ • r’ 一 n • r — 少， (55.4) 

我们得到 

d\ = — r - dn + r f - dn. (55.5) 

函数 x 称为角 程函； 从 （55.5) 式 " f 以看出，角程函内的独立变量是 n 
和 n '. 没有附带条件加在 x 上.車实 h , 方程 （55.3) 现在仅仅表示关于独立 
变玷的 条件： 在矢 Mn 的三个分中，只有两个是独立的（对于 
Y 也冇类似情况 K 我们以后选取 n y , n z , n ； , n ： 为独立变于是， 



将这些式子代入 


dx = —xdn x — ydn y — zdn z -f xdn f x 4 - y r dfi y + 2 ’dn' 2 , 


我们得到微分 d X 的表达式 



由此，我们最后便求得下面的方程: 


y — 

n y 

• —x = 
n x 

dx 

dn: 

n z 

z - x = 

Tlx 

9x 

dn z ， 

y’ - 

n y , 

一 -T 1 = 

n x 

dx 

一 dn ’v’ 

t t 

z -: 

< 

9x 

一 dn •: 


(55.6) 


这就是我们所求的 n , n ^ r ， 〆 间的一般关系.函数 x 描述光线所经过的物体 
的特性（或者对于带电粒子运动的情形， X 描述场的特性）. 

当 n 和 n ' 之值固定时， (55.6) 中每一对方程都表示直线.这些直线正是 
穿过光学系统前后的光线.因此，方程 （55.6) 直接决定光学系统两边光线的 
路径. 


§56窄束光线 

在研究光线束经过光学系统时，所有光线都相交于一点的光线束是值得 
特别注意的（这样的光线束称为同心光线束）. 
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经过光学系统后，同心光线束-•般不 w 是同心的了，亦即经过物体后， 
光线不冉会聚在一点广仅仅在特殊情况下，光才会从一个发光点出发，穿 
过光学系统后，乂会聚在一点（发光点的像）①. 

可以证明（见§57>，整个同心光线束经过光学系统后仍然保持为同心光 
线束的唯一情形是所谓全同成像，在此情形下，像与物体的差别仅在于平移、 
转动或镜像反射. 

因此，没有光学系统能给予具有一定大小的物体以完全淸晰的像，只有 
全同成像的情形是例外®.在全同成像以外的任何其他情形，一个有一定大 
小的物体只能产生近似清晰，而不是完全清晰的像. 

一 个同心光线束近似变换到另一个同心光线朿的最重要的情况，是在一 
条（对该光学系统而吉> 特定的线附近行进的十分窄的（张角甚小）光线束. 
这条线称为光学系统的光轴. 

然而必须注怠，甚至无限窄的光线束（在三维空间内）在一般情况 F 也 
不 是同心的； 我们已经看到（阁 7), 即使在这样的光束内，不同的光线也不 
会相交于 N —点（这种现象称为像散只有两个主曲率半径相等的波面上 
的那些点是例外，这些点附近的波面上的小 K 域可以当做是球面，其相应的 
窄光线束是同心的. 

我们来考虑一个具有轴对称的光学系统 ®. 这个系统的对称轴同时也是 
它的光轴.沿着这个轴行进的光线束的波面也有轴对 称性； 正如我们所知道 
的，旋转面在它们与对称轴相交的那些点有相等 的曲率 半径. W 此在这个方 
向行进的窄光线束保持为同心的. 

为了得到定 M 的关系，以及借助窄光线束来决定经过一个轴对称光学系 
统的像的形成，我们利用通式 （55.6). 首先当然要确定函数 X 在所研究的情 
形中应取的形式. 

丙为光线束是窄的，而且在光轴的近旁行进，耶么，每束光线的矢量 n 
及 n ' 差不多都沿着这个轴的方向.如果我们选择光轴作为: r 轴，那么，分 M 
riy, n 2 t , n ； 就比1小了.对于化，< 而言，〜％ 1，而 < 则近似地等于 
+ 1或- 1. 在第一种情形下，光线儿乎沿着原来方向继续行进，穿过光学系 
统而进入其另一边的空间内.这种光学系统称为透镜.在第二种情形，光线改 
变方向到几乎相反的方 向上； 这种光学系统称为反射镜. 

利用 n y ，，<， n ' 2 值很小的性质，将角程_ x ( n y ， n 2 ，< » n ' z ) 展开 

① 交点可 以在光线本身之上，也坷以在它们的延长 线上; 取决丁•这两种不同的情形.悚被 

称为实像或者虚像. 

② 这种成像可以借助 f •面镜实现. 

③ 吋以证明.借助 丁-在 光轴近旁行进的窄光线朿来处理的在一-个非轴对称光学系统内成像 
的问题， 吋以 化为在轴对称系统内成悚.加上如此所得的像相对于物体的旋转. 
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为级数并只保留前几项.由于整个系统的轴对称件， X 对于坐标系绕光轴的 
转动来说是不变由此可见，在 X 的展幵式中不"了能有与矢 M n 和 W 的 y 
分量和 2 分 M 的一次幂成比例的一 阶项； 这样的项不可能具有所要求的不变 
性.具有所要求特性的二阶项是 n 2 ， n' 2 和标积 n . n '. 闪此， 精确到二阶项为 
止的轴对称光学系统的角程函有下面的 形式： 

.董 • “ 备 

X = const , + |(« y + n ' f ) + /(%< + n 2 n \) + ~( n y + <’)， (56.1) 

式中 ， f ， g ， h 是常数. 

为了确定起见，我们现在来研究一个透镜，这时我们令对于反 
射镜，以后可以知道，所有的公式都有相似的形式.现在将 (56.1) 代入通式 
(55.6) 内，我们 得到： 


n y (x - g )- friy = y , fn y + -h h ) = y \ 
n z (x - g ) - fn ^ = 2 , fn z + n ' z ( x , + ") = 2 ’. 


(56.2) 


我们考虑一个从点 X ， 2 /, 2 射出来的同心 光束； 设点 〆 ， 〆 ， 〆 是光束的 
光线透过透镜后的交点.如果 (56.2) 的第一对方程与第二对方程都是独立的, 
耶么，这四个方程当: T ， 2 /, 2 ， 〆 ， 〆 ，为已知时决定了 n y ， n 2 , ni , 71纟的一 
组确定值，这意味着只有一条光线从点 a :, ?/, 2 出发并且经过点 〆 . 〆 ， 〆 .闽 
此，为了使所有从 x , 2/，2出发的光线都经过 〆 ，？/, 〆 ， （56.2) 就必须不是独 
立的，也就是说，这些方程中的一对可以从另一对推出来.这种相依性的必 
要条件砧然是这些方程中， 一 对方程的系数与另一对方程的系数成比例.因 
此我们有 



特别有 

(x — g )( x r + ") = —/ 2 . (56.4) 

我们所求得的这些方程就是窄光束成像情形中，像坐标与物坐标所满足 
的关系. 

光轴上的两点 x = g 及 x f = - h 称为光学系统的主焦点.我们来考虑 
平行于光轴的光线束.这种光的源点显然是光轴的无穷远点，即 x = oo .从 
(56.3) 式看出，在这种情况下， 〆 = _/ i . 因此，一个平行光线束经过光学系 
统后，会相交于主焦点.反之，一束从主焦点射出的光线，经过光学系统后就 
变为平行光了. 

在方程（56.3> 中，坐标: r 和 o / 都是从光轴上同一原点最起的.然而, 
如果选择相应的主焦点作为原点，并从这些不同的原点去测量物坐标及像坐 
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标，会史加便利些.我们选择从相应的主焦点到光行进的一边的方向为正方 
向.用大写字母代表新的物坐标及像坐标，则我们有 


X = x — g , X 1 — x 1 / i , Y = y ， Y 9 = y \ Z = 2 , Z f = z 9 . 
成像的方程 （56.3) 及 （56.4) 在新坐标中取下面的 形式： 



(56.5) 


V 



(56.6) 


f 这个量称为这个系统的主焦距. 

y / y 这个比值称为 横向放大率. 至于 纵向放大率， 因为坐标并不彼此 
成简单比例，它就必须写成微分形式，用来比较物元素的长（沿轴的方向）与 
相应的像元素的长.从 （56.5) 式，我们得到“纵向放大率”为 


dX f = f 2 

dY = X2 



(56.7) 


由此可见，哪怕对于无限小的物体来说，也不可能得到几何相似的像.纵 
向放大率绝对不会等于横向放大率（除了全同成像这种平凡情形外）. 

从光轴上 X = f 点出发的光线束，乂交于同一轴上 A ：/ = - /点； 这两个 
点称为 主点. 从方程 (56.2) ( n y X - fny = Y ， n z X - fn’ z = Z ) 显而易 ! aL ，在 
这种情形 （X = /, F = Z = 0) 下，我们得到方程〜 = <，〜 = <•因此，每 
条从主点出发的光线，又在另一主点与光轴相交，其方向与原方向平行. 

如果物和它的像的坐标是从主点量起，而不是从主焦点量起，那么，对 
于这些坐标《和我们有 


《，=+ f ， i = x-j. 


将上式代人 （56.5), 很容易得到成像方程 如下: 

! _ i _」 


(56.8) 


可以证明，对于薄光学系统（例如反射镜或薄透镜），两个主点差不多重 
合.在这种情形下，方程 （56.8) 就特别方便，因为在这个方程中和 f 实际 
上从同一点量起. 

如果焦距为正，那么，位于焦点前面 （X > 0) 的物所生成的像是正立的 
( r7 >"> o )； 这种光学系统称为会聚的.如果/<0,那么，当 x > o 时，我 
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们得到<0 ,这就意味着物所生成的像是倒 立的； 这种光学系统称为发 
散的. 

还有一个成像的极限情形没有被包含在公式 （56.8) 内； 在这种情形下, 
所有三个系数都是无穷大（也就是说，光学系统有无限大的焦距，而 
其主焦点位于无限远处）.在 （56.4) 式中取 /， g ， A 趋近于 尤穷大 的极限，我 
们得到 ， 

,_h p-gh 

x = —x H - • 

g g 

因为我们只对物和像与光学系统之间的距离有限的情形感兴趣， f ， g , h 必须 
这样地趋近于 X 穷大，使比值 h / g ,( f 2 - gh)/g 为有限.用 a 2 和分別代表这 
两个比值,则我们有 ar ' = a 2 ar + 尽 

对于其他两个坐标，我们现在从一般方程 （56.7) 得到： 



y 



=土 q . 


最后，再次从不同的原点测设坐标: T 和 〆 ，即从轴上的某一任意点及这个点 
的像测敏坐标: r 和 〆 ，我们最终得到成像方程的如 F 简单 形式： 


X f = a 2 X y Y f = ± aY , Z 1 = ± aZ . (56.9) 

闵此，纵向放大率和横向放大率都是常数（然而像在几何上并不与物相似， 
因为两个放大率不相 等）. 这种成像的情形称为望远镜式. 

我们为透镜求出的从 （56.5) 到 （56.9) 的所有方程，对于反射镜同样可以 
应用，甚至于对非轴对称的光学系统也可以应用，只要用来成像的窄光线束 
是在光轴的附近行进就可以了.同时，物和像的坐标 : r 的度 M 必须总是从相 
应的点（主焦点及主点）顺着光线传播方向沿光轴进行.这时，必须记住，在 
不具备轴对称性的光学系统中，光学系统前后的光轴方向不在同一直线上. 

习 题 


1. 利用两个光轴重合的轴对称光学系统成像，试求其焦距. 

解：设 A 和/ 2 是这两个系统的 焦距. 对于每一个系统，我们分别有 


XxX ； = -fl X 2 X ， 2 




一 /!• 


因为第一个系统所产生的像是第二个系统的物，那么， 
统后主焦点与第二个系统前焦点的距离，我们就有义2 
表示 Xi 9 得到 

Y ，— ^l / 2 2 

2 一 /?+/&， 


用 Z 来代表第一个系 
= X ； - / ；通过来 
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或 






2 


\ 

由此可见，组合系统的主焦点位于点 X x = ^ = / 2 2 //,而焦距则是 


/ =- 


/1/2 


(为了选择这个式子的正负号，我们必须写出相应的横向放大率的方程）. 

在；= 0的情形，焦距/ = oo , 这就意味着由组合系统得到望远镜式的 
成像.在这种情形下，我们有义= J ^(/2// i ) 2 , 就是说，通式 (56.9) 中的参 
教 a = / 2 //i . 

2 . 求带电粒子“磁透镜”的焦距，该磁透镋由长为/的一段纵向均匀磁 
场所产生（图 8) ①. 

解： 粒子在磁场中运动时它的动能是守 恒的； 因而对于约化作用量 5 0 ( r ) 
(总作用量为5 = 5 0 )的哈密顿-雅可比方程是 


(v5o-^A) 2 =p 2 , 


式中 


V 


2 


C 2 


— m 2 r 2 = const 



3 




2 




阁8 


用均匀磁场矢势的公式（19.4)，选择沿场的方向为 J ： 轴，并将该轴看成轴对 
称光学系统的光轴，我们得到形如下式的哈密顿-雅可比 方程： 



⑴ 


式中 r 是离2：轴的距离， So 是 a : 和 r 的函数 • 

因为窄束粒子靠近光轴行进，坐标 7* 很小，所以我们可以尝试把 S 0 表 
为 r 的幂级数.这个级数的头两项是 

S 0 = px -\- -( j ( x ) r 2 , (2) 

①仵忽略螺线管两端附近场的均匀性的扰动时,螺线竹内部就有这样的场. 
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式中 a{x) 满足方程 


pa\x) + a 2 + ^ 2 // 2 = 0. 


(3) 


在透镜前方的区域1，我们 得到： 


x — X\ 


式中 Xi <0是常数.这个解对应于自由粒子束，沿着直线从区域1内光轴上 
X — X\ 点出射.实际上，对于从2： = XI 点出射的具有动量 P 的自由运动粒子， 
作用量函数是 


So = pyjr 2 + (x — Xi) 2 w p(x — Xi) 


类似地，在透镜后方区域 2 中，我们写出 


2(x — xi)' 


X — X 2 

式中常数 Z2 是点 Xi 的像的坐标. 

在透镜里面的区域3,可以用分离变量法得到方程 （3) 的解，我们有 

⑶ eH (eH 

(7 {3) = ——cot ( -— X + C ) , 

2 c \2cp ) 


式中 C 是一个任意常数. 

常数 C " 和: T 2 (对于给定的： Ti ) 可以借助 a ( x ) 在 : r = 0 和： r 
性要求 定出： 

p eH ^ p eH (eH 
xi 2 c I 一 X2 2 c \2 cp ) 

从这些方程消去常教 （7, 我们得到 


I 的连续 


(^1 -g)(x 2 ^rh) = 一 / 2 , 


式中 ® 


2 cp eHl t , 

-7H COt 2^' k = g + l ， 


2 cp 


eH sin 


effr 

2 cp 


①所给的 / 值有正确的正 负号. 不过为证明这一点，需要作史多的研究. 
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§57宽光线束成像 


我们在上节所考虑的用窄光线束来成像的情形是近 似的； 光束愈窄，像 
愈准确（即像愈清晰）.我们现在来讨论利用任意宽的光线朿给物体成像的 
问题. 

用窄光线束给物体成像对于任何具有轴对称性的光学系统都可能办到， 
与此情形不同，利用宽光线束来成像仅仅对于特别构造的光学系统才有 可能. 
在§56中已经指出过，即使加上了这个限制，成像也不是在空间所有的点都 
可能. 

以后的推导都基于下面的重要说明.设所有从某一点 O 出发的光线，穿 
过光学系统后，乂在另外一点 O ' 相交.很容易看出，所有光线的光程都 
是一样的.实际上，在 O 或0每一点的近旁，相交的光线的波面是分别以 O 
及 O ' 为心的球面，且在趋近于 O 和0的极限情形下，波面退化为这两个点. 
但是波面是等相位面，闪此，沿着不同的光线，在它们与两个已定波面的交 
点之间的相位变化是一样的.从上面所说的可以推断，不同的光线在 O 和 
两点间的总的相位变化也是一样的. 

首先让我们来考虑利用宽光线束使一小段直线生成像所必须满足的条 
件； 这时，像也是一小段直线.我们选择这两个线段的方向为 （ 和 f 轴的方 
向，其原点相应地在物点 O 和像点 (9' 上.设0为从 O 出发到达 O ' 的光线的 
光程长度.如果一条光线从与 O 点无限近的一点（其坐标为啦）出发，到达 
像所在的一点（其坐标为啪'），这条光线的光程长将是其中 


dtp = 


dip 


叱+ 


d %}， 




我们引入“放大率 


= 




它是像元的长 df 与物元的氏处之比.因为物的线段很短，放大率 ft 沿着该 
线段可以当做是常数.按照平常的写法 ，伽 /% = - in ， d ^/ d ^ = (以，< 

是光线与相应的（轴和 f 轴夹角的余弦），我们得到 


= (a^nj — n^)d^. 

对于每一对物与像的相应点，光程长 少 +⑽对于所有从点狀出发而到达点 
df 的光线都是一样的.从此我们得到一个 条件： 


c\^n^ — nc = const 


(57.1) 
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这就是我们所求的条件，它是在利用宽光线束使一段直线成像时，光线在光学 
系统内的路程所必须满足的条件.所有从 O 点出发的光线都必须满足 (57.1) 
式. 

让我们应用条件 (57.1) 到利用轴对称光学系统成像的情形. 

从与系统的光轴 U 轴）重合的线段成像开始， M 而易见，像也与光轴重 
合.由于光学系统的轴对称性， 一 条沿光轴行进的光线（~= 1) 通过光学系 
统后并不改变它的方向，也就是说， < = 1. 由此可以断定，（57.1)式中的常 
数在这种情况下等于 a x - l ； 我们可以将 （57.1) 式改写为 

1 一 Tl x 

——Cky • 

1-ni 

用 (9 和代表光线在物与像的所在点与光轴的夹角，则我们有 



=1 — cos 6 = 2 sin 2 


e 

2 1 


N 此，我们得到成像的条件如下: 


1 - n : = 2 sin 2 


e 

8111 2 

sin — 
2 


= const 


= \/ 


(57.2) 


接下来，我们来研究垂直于轴对称系统光轴的一小块平面的 成像； 该像 
敁然也垂迕于这个轴.将 (57.1) 用于待成像平而内的任意线段.冉用0和 0 f 
代表光线与光轴的夹角，我们 得到： 


Q r sin 0’ 一 sin 6 = const, 

对于从物平面与光轴的交点出射而又沿着这个光轴行进的光线（0 = 0)，根 
据对称性，我们必定有 ^=0. 因此 ， const =0,于是我们得到成像条件为 

sin 沒 /r ， o 、 

—~— = const = a r . (57.3) 

sin 

至于利用宽光线束来形成三维物体的像，很容易看出，即使对于一个无 
限小的体积，这也是不可能的，因为条件 （57.2) 和 （57.3) 不能兼容. 

§58几何光学的极限 

直接从单色平面波的定义町以知道，这种波的振幅无论在任何位置和任 
何时刻都是一样的.这样的波在空间的任何方向都无限延伸，而且在从 - oc 
到 + oo 的整个时间范_内都存在.假如波的振幅在所有位置和所有时刻不保 
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持为常量，那么，这种波最多只能是近乎于单色的.我们现在来讨论一个波 
的“非单色程度”的问题. 


让我们来考虑一个振幅为时间函数的电磁波.换句话说，在波经过的空 
间每一点，波的振幅随着时间变化.设 M 是波的某一平均频率.这时，波的 
场，例如电场，在一指定点有 EoWe - 1 ^ 的形式.这个场本身当然不是单色 
的，然而可以展开为单色波，即可以展幵为傅里叶积分.这个展开式中，分 M 


的振幅与积分 





成正比 ， u ; 是展开式的分傲的频率.闵子是一个周期性函数，其平均 
值为零.如果 £? o 是常敏，那么，对于所有0； 一 u ; 0 的角频率，积分就真正等于 
零了.如果 Eo ⑷是变量，但是在一个大小与 l /| u ;- u ； o | 同贵级的时间间隔内 
变化很小，那么，这个积分就几乎等于零，五0的变化愈慢，积分就愈近于零. 
为了使积分与零有显著的不同，五0⑴在一个与 l /| o ; -吻|同量级的时间间隔 
内必须有显著的变化. 

我们用表示这样一个时间间隔的量级，在这个时间间隔内，波的振 
幅在空间一给定点的变化是显著的.从这些考虑，现在可以推断，那些在这 
个波的谱分解中有显著强度的、与吻相差最大的频率将由 l /| u ; - 0； 0 |〜 △< 
这个条件决定.如果用 Au ； 表示平均频率 u ； f , 附近的频率间隔，而这个频率间 
隔是在波的谱分解之内，那么，我们将有关系式 


△ U ； •△卜 1. (58.1) 

由此可 见，愈大，波愈近于单色（亦即△&，愈小），也就是说，波在空间给 
定点的振幅变化也就愈慢. 

对于波矢也容易推 导出与 （58.1) 相似的关系.设 Ax ， Ay ， Az 是沿着 
x , y ， 2 各轴的距离的数 ift 级，在这些距离内，波的振幅有显著的变化.在给定 
时刻，波的场作为坐标 x 的函数 （2 /和2间定）有如下形式 


騎) e ifcor ， 

此处的蛻是波矢的某个平均值.与推导 （58.1) 式完全一样，我们可以求得波 
的傅里叶积分展开式中所含的间隔值 △&. 这时，我们得到 

〜1， • Ay 〜1， • 么2〜 1. (58.2) 

让我们来研究在有限时间间隔内辐射出去的波这个特例.用代表这 
个时间间隔的数量级.波在空间给定点的振幅在波完全通过该点的时段 △(内 
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有 显著的 变化.根据 （58.1) 式，我们现在可以说这样的波的“非单色性” Au ; 
不能小于 1/ A 纟（大一些当然是可以 的）： 


Au ;> 


At 


(58.3) 


同样，如果 Ax ， Ay , A 2 是波在空间延展的数量级，那么，对于在波的 
分解中的波矢分 摄值的 分布，我们得到 


士，去， 


(58.4) 


从这些公式可以断定，如果光束有有限的宽度，那么，在这样的光束中， 
光的传播方向不可能严格不变.取光束中光的（平均）方向作为: r 轴，我们得 
到 . 

U i 〜去 （ 58 - 5 ) 

式中 ，心 是光束在邱平面内对其平均方向偏差的数域级， A 是波长. 

另一方面，公式 （58.5) 回答了光学成像清晰度的极限问题.按照几何光 
学，一束光束的所有光线都应相交在一点，而在实际上，所得的像并不是一 
个儿何点，而是形成一个斑点.按照 （58.5) 式，我们得到这个斑点的宽度 d 

△a _) 

其中， e 是光束的张角.这些公式不但可以应用到像上，而且也可以应用到物 
上.就是说，我们可以断定，在观察从一个发光点出射的光束时，不可能区别 
这个点与一个大小为 A /0 的物体.相应地，公式 （58.6) 决定显微镜的分辨能 
力的极限 . d 的最小值是 A (在0〜1时达 到）， 这与如下事实完全符合，即儿 
何光学的极限是由光波的波长决定的. 

习 题 


求一个与光阑相距/的平行光束所产生的光束的最小宽度的数量级. 

解： 设在光阑上的孔径为 d , 从 (58.5) 得到光束的偏转角（“衍射角”） 
为 \/ d . 从而得到光束宽度的数量级为 d +[ X / d ) l . 这个量的最小值〜 \/ XZ . 

§59衍射 

几何光学定律只有在波长可以看做无限小的理想情况下才是严格正确 
的.这个条件满足得愈不好，与几何光学的偏差就愈大.由这种差异所导致的 
现象被称为衍射现象. 
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例如，在光①传播的路径上，放黃一个障碍物-个任意形状的不透 

明物体（我们称它为屏），或者，例如，光经过不透明屏的孔，这时，我们就 
能观察到衍射现象.如果几何光学定律被严格地满足的话，那么，在屏后的影 
区与光照区域会有非常清楚的分界线.巾于衍射，光与影之间没有明晰的界 
限，而光强 分布图 形甚为复杂.屏愈小，或屏上的光孔愈小，或波长愈大，这 
种衍射现象就愈强. 

衍射理论的任务就是，在物体位置与形状一定（光源位置也 一定） 的情 
况 F , 求光的分布，亦即整个空间电磁场的分布.这个问题的严格解只有通 
过求解波动方程才可能得到，求解时要利用到物体表面所满足的适当边界条 
件，而这些边界条件则与物质的光学性质有关.这样的求解往往遇到很大的 
数学困难. 

然而，在大多数情况下，对于光在光与影的界限附近的分布问题，利用 
近似方法求解就够 r . 我们可以将这种方法用丁•与儿何光学相差不大的情形, 
这种情 形是： 第一，所有物体的大小都比波长大很多（这个要求既适用于屏 
不 II 孔的尺度，也适用于从物体到光的发射点和观察点的距 离）； 第二，光的方 
向与儿何光学所给出的光线方向相差很小. 

现在我们来考虑任意一个有孔的屏，光线从光源出发穿过这个孔.图9 
表氺屏的断而（祖 线）； 光行进的方向是从 左向心 . 用 ti 代表 JE ； 或//的任一 
分姑.这时，我们把 w 理解为仅仅是坐标的函数，即不包含与时间有关的 w 
子 e - i 气 我们的问题是决定光的强度，也就是决定在屏后面的任何一个观察 
点尸的场 u . 在与几何光学相差无儿的情况下近似求解这个问题时，我们可 
以认为，在屏孔的点上，场与没有屏存在时一样.换句话说，此处的场可以直 
接从几何光学推出.屏背面的所有点上，场可以算做零.这时，屏本身的特性 
(即屏物质的特性） M 然不起作用.同时也很明显，在我们所考虑的情形下， 
对于衍射，亟要的仅是屏孔的边缘形状，至于不透明的屏的形状则无关紧要. 

我们用任一曲面盖着屏的孔，而这个曲面以孔的边缘为界（这样的一个 
曲面的断面阍用虛线表示在阁9中）.我们将这个曲而分割为面积为 d / 的 
若干块， d / 的尺度比孔小，但比光的波长大.我们可以将这些小块（光要经 
过这些小块）中的每一块本身当做光波的源，光波从这个小块向各方向射出. 
我 f I ' ] 来考虑在 P 点的场，这一点的场是遮盖着屏孔表面的所有小块 d /在该 
点所产生的场的昝加的结果（这被称为惠更斯原理）. 

小块 d / 在戶点所产生的场 M 然与在小块 d / 本身上的场之值 w 成正比 
(提醒一下，我们已经假定了，在 d / 本身上的场与没有屏存在时一样）.此 

①以后我们所讨论的衍射.都是光的 衍射; 所有这些样的讨论. 3然也可以应川丁•任意 
的电磁波. 
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而 （59.1) 则化为 



式中， li 是常数（在 M 平而内的 场）； 在 W 子1/72中，我们可以使 R^x = 
const . 若将代入，则每个积分都变为 



cos ( 2 d 《 + i 


sin^ 2 d^ = y/^( 



从而我们得到 wp = awe 1 *^ • 2 iit / A :. 另一方面， = we lfca? , 因此 a = A ，/(2 jii ). 将 
它代人 （59.1) 式，我们最后得到所提出问题的解 如下： 

Up = J ^R elkRdfn ' ( 59 2) 

在推导 （59.2) 式时，假设了光源实质上是一个点，并且假设了光是严格 
单色的。然而，对于发射非单色光的实际延展光源的情形，并不需要做特殊 
的处理。由于光源不同点发射的光完全独立（非相干），以及发射光不同谱 
成分的非相干性，总的衍射图案就是从光的各独立成分衍射得到的强度分布 


之和. 

现在让我们应用公式 （59.2) 来求一条光线在经过它与焦散面相切之点 
时的相位变化问题（见§54末尾）.我们选择任意的一个波面作为在 （59.2) 
式中的积分面，再求 P 点的场 u P ， 此处的 P 点是在某一条光线上，它与光 
线同我们所选定的波面的交点的距离为 x ( 我们选定这一点作为坐标原点0, 
而以在 O 点与波面相切的平面作为％平面）.在求 （59.2) 的积分时，仅仅 
波面在 O 点附近的一个小面积是重要的.如果选择 re ? /和 u 平面与波面在 O 
点的主曲率平面相重合，那么，在这一点的附近，波面的方程是 

y 2 z 2 

一 2 Ri + 2 R 2 y 


式中，凡和/? 2 是曲率半径.从在波面上以 X ， y ， z 为坐标的一点到以 x f 0,0 
为坐标的/ > 点的距离 R 则是 

h = v /( x 一- x )2 切 2 + 〜,4(^£) + 譬(|_£). 

在波面上，场11可以当做 常数； 因子1//?亦可当做常数.既然我们只对波的 
相位变化有兴趣，所以我们略去系数，并简单地写 


Up j eikR ^ n ^ 




exp 


ik 


2 




dz . 




(59.3) 
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波面的曲率中心是在我们所考虑的光线上的 X = 印和 T = i ? 2 两点； 这 
两点就是光线与焦散面相切的切点. i ? 2 < Rl - 当工</? 2 时，两个积分号内 
的指数式中的 i 的系数都是正数，这两个积分的每一个都正比于 （1+ i ). 因此， 
在未与焦散面第一次相切的这部分光线上，我们有 up ^ R 2 < x < R x 

时，在两个切点之间的这部分光线上， 沿着 y 的积分正比于 (1+ i ), 但沿 
着2的积分则正比于1 - i , 因此两者之积就不包含 i . 于是在这里我们有 
wp 〜_ ie ih = e i ( k 4/ 2) j 是说，当光线经过第一个焦散面附近时，光线的相 
位发生了 - JI /2 的额外变化.最后，当 X >拓时，我们有〜 -e ifca； = e Uh 0 , 
就是说当光线经过第二个焦散面附近时，相位乂发生了一次- Ji /2 的变化. 

习 题 


求光线与焦散面相切的切点附近的光强度分布. 

解： 为了解决这个问题，我们利用公式 （59.2), 其中的积分面可以用任 
意的一个波面，但这个波面离开光线同焦散面的切点要足够得远，在图10 
中， M 是这个波面的一段，而 W 是焦散面的 一段； （ iW 是曲线 ab 的漸屁线. 
我们所要研究的是光线 go 与焦散面的切点 o 附近的光强度 分布； 假设光线 
QO 段的长度 D 足够大.我们用： r 代表从 O 点沿着焦散面的法线的距离，并 
认为在法线上的点的： r 值向着曲率中心的方向为正. 





围10 


(59.2) 式中的被积函数是距离的函数 ， R 是从波面上任意一点 
到 p 点的距离.按照熟知的漸屈线的性质，弧 oo ' 的长与线段 Q ' cy 的长之 
和 （ Q ' O ' 切于 O ' 点）等于线段 QO 之长 （QO 切于 O 点）. 对于互相邻近 
的点 O 与我们有 0(^ = 0/9 ( P 是焦散面在 O 点的曲率半 径）. 因此 
Q ， 0, = D — G P . 距离 <70( 沿直线）近似地等于（假设 6 > 角很 小）： 

Q，Os Q f O f + psin6= D - Op + psinO ^ D- 

6 

最后，距离 R = Q，P 是 Rs Q ， 0-xshiG a Q ，O-x0, 即 

R^D-xO- ip^ 3 . 
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将上式代入 （59.2), 我们得到 


+ 00 


up 




exp Q-ikxd - 令0 3 ) d 0 = 2 1 


cos [ kxO + 




dO 


(被积函数内的 1/ D 的变化是很慢的，因而比起指数因子来就不重要了，所 
以我们假设它是常數）.引入新积分变量我们得到 


Wp ~ I x 


2 k 2 


P 


式中，少⑴即所谓艾里函数① • 

对于强度 J 〜 | u P | 2 , 我们可写出 


/ = 2㈤ 1/6 4 恤 2 

P ) \ V P 


(关于常数因子的选择，见下）. 

当 re 是大的正值时，我们由此得到漸近公式 


A 


4 x 3 " 2 2 k 2 


% 


2 y/x 


exp . 


3 


P 


①义 m 闲数 *( o 的定义是 


<w= ^/'° s (S + c) dc 


( 见本教秤第孑卷 § b > . s 函数的 a 变坫是大的正依时•中⑴的渐近式足 


少⑴ 3^7 T exp 


就足说 4>( t ) 按照指数式尥近于芩 . 是大的负值时，中⑴按规律 


巾 （0 


(一 f )"4 


•sin 


^> 3/2 n 


作减幅振荡. 

艾里闲数与1/3阶友克唐纳函数（变型汉克尔闲数）的关 系为： 


巾⑷ 




三,3/2 

3 


公式（2> 对应 f K u { t ) 的渐进 展开： 


K „{ t ) « 




⑴ 


(2) 


( 3 ) 


⑷ 
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就是说强度按指数规律下降（影区）.当 ./ •是大的负值时，我们有 


2(— x ) 3 / 2 2 k 2 Ji 

~~3 V ~ p ~ + 4 ^ 

就是说强度快速地 振荡； 强度在振荡时的平均值是 

7= 丄 . 

y/—X 

由此显见常数4的意义 它是忽略衍射效应时从几何光学得到的远离焦 
散面的强度. 

函数 伞⑴在 f = -1.02 达到其最大值 0.949， 因而在 x (2 k 2 / p ) 1 ^ = -1.02 
达到最大强度 

I = 2.03AAt 1/3 p _1/6 - 

在光线与焦散面相切那一点 U = 0)， 我们有 

/ = 0.89> lA : 1/3 p _1/6 

(因为中 (0) = 0.629) • 所以在焦散面附近，光强度正比于 A : 1 / 3 ， 即正比于 
A ' 1 / 3 ( A 是波长）.当 A — 0时，光强度趋向无穷大，正如它所应该的那样 
(见 §54). 

§60菲涅耳衍射 

如果光源和我们求光强度的耶一点 P 都位于与 W . 的距离为有限之处，那 
么，在求 P 点光的强度时，我们在 （59.2) 中取积分的波面上，只有一个小区 
域内的点才是亟要的，这个区域是在光源和 P 点的连线附近.实际上，既然 
同几何光学的偏差不大，从波面的各点到达 P 点的光的强度，当我们从这条 
线移开时，就减小得很快.这种只有波面的一小部分起作用的衍射现象称为 
菲涅耳衍射现象. 

现在我们来考虑任意一个屏的菲涅耳衍射.上面我们已经说过，对于给 
定点 P ， 只有在屏的边缘的一个小区域对于这种衍射是重要的.但是，对于 
足够小的区域，屏的边缘总可以$做一条直线.从现在起，凡说到辟的边缘意 
思就是指这样一小段直线. 

我们选择经过光源 Q 和屏的边缘线的平面作为 xy 平面（阍 11). 我们 
选择^平面同 xy 平面垂卩|:并且经过 g 点和观察点 p ， p 点就是我们求光强 
度的那点. 最后 我们选择坐标原点 o 在屏的边缘上.这样一来，所有三个轴 
的位置就完全确定了. 
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z 



设从光源 Q 到原点的距离为我们用代表观察点 P 的: r 坐标，而 
用 d 代表尸点的2坐标，即从 p 点到邱平面的距离.按照几何光学，光只 
能穿过 X 2 /平面上方 的点； 至于在巧平面下方的区域，按照几何光学应当处 
于阴影中（几何影区）. 

现在我们来确定几何影区边缘附近屏上的光强度分布，即是在 d 的值比 
D p 和都小之处的光强度分布.负的 d 值表示尸点位于几何影区中. 

我们选择经过屏边缘线且 垂直于 xy 平面的半平面为 （59.2) 中的积分面. 
在这个面上的点的 t 和 2 /坐标有 x = y tan a 的关系 （ a 是屏边缘线与 y 轴的 
夹角），而2坐标是正的.光源 Q 在相距为 ( 从 Q 所在点算起）的地方所 
产生的波的场正比于因子 exp ( iA :^). 因此在积分面上的场( X 正比于 


〜 exp i/t Jy 2 -f 2 2 + (D c/ + y tan a ) 2 


在积分式 （59.2) 中，现在 /? 必须代以 


R = yjy 2 - d ) 2 + ( D p - y tan a ) 2 . 

被积闲数中的缓变因子比起指数 w 子来是不重要的.因此，我们可以将1//? 
当做常数，而以办心代替 d / u . 于是我们求得在 P 点的场为 


Up 


〜 


exp 


iA * \ J { D q + y tan ft ) 2 + y 2 -f 2 2 + 


+ y (D p - ytana ) 2 + y 2 + (2 - d ) 


dydz . 


(60.1) 


我们已经说过，落到 P 点的光线主要是来向积分平面上 O 点附近的点 • 
因此在积分 （60.1) 中，只有那些比和都小的 . v 和 2 的值才是重 要的. 



根据这个理由，可以写出 
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?/2 - j - 

y/(D q + i/tana ) 2 + y 2 + 2 2 « - h y tana ， 

\/(D p - y tan a ) 2 + y 2 + (2 — d ) 2 w D p + y + (; — ——— y tana. 

我们将上式代入 （60.1). 因为我们只注意作为距离 d 的函数的场，所以常数 
因子 exp [ iA :( D p + 可以 略去； 对 di /的积分所得的式子也不包含 rf ， 因而 
也可以略去，于是我们有 


WP 〜乂 °% X + (士 2 + 去 


k iz ' d)2 l 


dz . 


这个式子也可以写成 




2 



D p D q 


d ^ 

瓦 J 


dz . (60.2) 


D p 


光的强度由场的平方所决定，就是说，由的模的平方 | WP | 2 决定.因 
此，当计算强度时，积分号前面的因子不存在了，因为用它的复共轭式来乘， 
其结果为 1. 在积分内，我们作以下的 替换： 


.( 忐 0 - 長 . 


2 


2 


百广百 q 


那么，我们得到 


Up 


e ir? di 1} 


(60.3) 


其中 


w = d 


kDg 

2D p {Dq + Dp) 


(60.4) 


因此， P 点的强度 / 是 


2 


l^iiy 


2 


d 7/ 


2 


2 ) + 0 +(5( w 2 ) + l 


2 


(60.5) 


其中 


C(z) = \fllo cos7/ 2 dr /， S (2)= ^11 r sin 7] 2 drj 
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称为菲涅耳积分.公式 （60.5) 解决了所提出的问题，即确定作为 d 的喊数的 
光强度.我们可以看出，/ 0 是在照明区内同影子边缘不太接近的点上之 强度； 
史止:确一哗说，是 u ; 》1的地方的光强（在 it ; — oo 时 （7( oo ) = S ( oc ) = 1/2). 

几何影区与负 u ; 相应.在 w 为负值且绝对值很大的情况下，容易求出 
I ( w ) 的渐近式.为此，我们按下面方式进行.作分部积分，我们有 



在方程式的右边再作一次分部积分，并歌复这种过程，我们得到 1/ H 的幂 


级数: 



e ^\ b ] = e iu, " 



(60.6) 


虽然这样的一个无穷极数不收敛，但娃因为当 M 很大时，以后的项衰减得 
很快，因而当 IH 足够大时第一项已经很好地代表左边函数了（这种级数称 
为渐近的）.因此，对于强度/(⑷，（60.5)，我们得到适用于 w ; 为绝对值很大 


的负值的情形的渐近公式 如下: 



= /(> 
4 ju /， 2 


(60.7) 


我们看出，在儿何影区内，距影边缘很远的地方，强度与到影边缘的距离的 
平方成反比地趋近于零. 

我们现在来考 虑加的 正值，即考虑叩平而上方的区域.我们写出 



对丁•足够大的可以用//程式右边的积分的渐近式，于是我们冇 

厂 〆 dr ? « (1 士 ;〆 (60.8) 

将上式代人 （60.5), 则我们得到 

/ = /o [ 1+ / l sin ^ 2 - Vi )]. (60.9) 

V 71 w 

m m 

W 此，在照明区域内距影边缘甚远处，强度有尤穷多的极大值和极小值 ， W 
而比值/// 0 在1的两边振荡不已.随着《;增大，振荡的振幅随着与影边缘的 
距离成反比地减小，极大值与极小值的位置逐渐地彼此接近. 

对于小的初，定性来说. /( W ;) 也有同样的特性 . 图12就表出了这种特性. 
在儿何影区内，当我们从影的边界移幵时，强度单凋地减小（在影 IK 边界本 
身上， ///(, = 1/4). 对 于正的 扣，强度将有交替的极大值和极小值.在第一个 
(最大的)极大值， ///() = 1.37. 
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§61夫琅禾费衍射 

物理应用中特别感兴趣的衍射现象，是那些在平面平行光束入射到屏上 
时所发生的现象.由于衍射的结果，光束不再平行，有光线沿着与初始方向 
不同的方向传播.我们来考虑决定在屏后远距离处衍射光强随方向分布的问 
题（此处所阐述的问题即为夫琅禾费衍射）. 这电 我们再次限于同几何光学 
偏离很小的情形，即假设光线同初始方向的偏离角（衍射角）很小. 

这个问题的解 决可以 从通式（59.2> 出发，然后过渡到光源和观察点都离 
屏无穷远的极限情况.我们正在考虑的情况的特征是，在决定衍射光强度的 
积分中，取积分的整个波面都是重要的（与此对照，在菲涅尔衍射的情况下， 
只有屏边缘附近的波面才重要） 

然而，较简单的办法是重新处理这个问题，而不借助通式（59.2〉. 

我们用 wo 表示假如几何光学严格成立的话屏后可能存在的场.这个场 
是平面波，但其截而上有某个区域（相应于不透明屏的“阴 影”） 场为零.用 
S 表示该平面截面上场不等于零的 部分； W 为每个这样的平面是平面波 
的波面，所以在整个 *9 面上 w 0 = const . 

然而，实际上，截面积有限的波不可能是严格的平面波（见 §58). 在它 
的空间傅里叶展开中，会出现具有不同方向波矢的分 M ， 这正是衍射的起源. 

①回到公式 （60.2) it 将 K •应川到（例如 > 宽度为»的狭缝（而不足孤立蛘的 边缘） .我们容 
易得到菲涅尔衍射和夫琅禾费衍射的判据. (60.2) 中对 d * 的枳分则应，从0到《进行.布涅尔 
m 射对应的怙况足.被枳闲数指数 中含： ： 2 的项是屯要的. a 积分上限换为 oo . 对 于这种 情况， 
我们有 

另一方面，如架把这个4、‘等式反过来，^ 的项 "[以 略去.这种悄况就对应尸夫琅禾费衍射. 
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将场如对波横截面平面内的坐标 y ， 2 展开为二维傅里叶积分.对于傅里 
叶分量，我 们有： 

Uq = 

式中矢量9是2/2平面内的常矢;积分实际上只沿 W 平面内冲不等于零的 
• S 部分进行.如果 fc 是入射波的波矢，场分就给出波矢 fc ' = fc + g . 
因此矢址 q = k f - k 决定了衍射中波矢的变化.因为绝对值 k = k f = o ;/ C ，故 
: TJ / 和: T 2 平面内的小衍射角 0 y ,6 z 与矢量分量有如1^关系： 

q y = — O yi q z = — O z . (61.2) 

因为同几何光学偏离很小，可以假设场 w 0 展开式中的分量与实际衍射 
光场的分量恒等，所以公式 (61.1) 完全解决了我们的问题. 

衍射光的强度分布由作为矢量 9 的闲数的平方|^| 2 给出.与入射光强度 
的关系由如下公式决定 


// 


uoC^ iq r dydz^ 


(61.1) 


JJ uldydz = lh u q 、 2 赞 


(61.3) 


(比较 (49.8)). 由此可见，衍射到立体角 do = d 心 dl 内的相对强度由下式 


给出 


Wq \ 2 dq v dq z 

txg (2 ji) 2 



^ 2 do. 

Uo 


(61.4) 


现在我们来考虑两个“互补屏”的夫琅禾费衍射.第一个屏上有一些孔, 
第二个屏在第一个屏的孔处是不透明的，反之则反.我们用和 u ( W 来代 
表这些屏所衍射的光的场（两种情况的入射光相同）.因为和是用 
在这些屏孔径面上的积分 （61.1) 来表术的，而两个互补屏上的孔径结合起来 
就构成整个平面，所以和 u { q l) + u ( q 2) 是屏不存在时场的傅里叶分 M ， 也就是 
说，它就是入射光.但入射光是具有确定传播方向的严格平面波，所以对于 
q 的所有非零值， wW+uf =0. 因此我们有== - u { q 2) ,或者对于相应的 
光强度有 


1^ 1) 1 2 = l ^ 2) l 2 , 对于 (61.5) 


这意味着互补的两个屏产生同样的衍射光强度分布 （ 即所谓巴比涅原 

理> • 

这里请注意巴比涅原理的一个有趣的推论.我们来考虑任何一个黑体, 
即一个吸收所有落于其上光线的物体.按照几何光学，3这个物体被照射时, 
在它的后面产生一个几何阴影区，其横截面积就等于物体在垂直于入射光线 
方向的面积.然而，由于衍射的存在，从物体近旁经过的光有一部分偏离了初 
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始方向.结果，在物体后面的远处就不存在完全的阴影了，除了在原方向传播 
的光以外，还有一部分光在与原方向成一个小角的一些方向行进.求出这种 
散射光的强度是容易的.为此，我们指出，按照巴比涅原理，由所研究物体的 
衍射而偏折的光量，等于由屏孔的衍射而偏折的光 M ， 这个孔是从一个不透 
明的屏切割出来的，孔的形状和面积同物体的横截面一样.但是在孔的夫琅 
禾费衍射中，所有经过孔的光都偏折了.由此可以断定，被黑体散射的总光 
量等于落于其表面并被它吸收了的光最. 


习 



1. 计算垂直入射在无限长狭缝（宽度为 2 a ) 上的平面波的夫琅禾费衍 
射，狭缝的平行边在不透明的屏上切出. 

解： 我们选择狭缝的平面为2/2平面，2轴沿着狭缝（图13表示该屏的 
截面）.对于垂直入射光，狭缝的平面是波面之一.我们选择它作为 （61.1) 中 
积分的面.因为狭缝是无限长的， 先穴松 xy 平面内偏折（积分 （61.1) 对于 
仏/0等于零） • 



图13 


因而场只应当在 y 坐标中 展开： 


u q = uq [ e^ iqy dy = 


2uo . 

- sm qa . 

q 


在角范围 d 6> 内衍射光的强度是 


dl 


Io 

2a 


Uq 


2 


2ji 


Iq sin 2 kaO 


d 6, 


Jiak O 2 

式中， A ; = a ;/ c ， 是入射到狭缝上的光的总强度. 

dJ / d 0 作为衍射角的函数具有图14所显示的形状.随着0从 <9 




0朝 


两边增加，强度历经一系列高度迅速减小的极 大值. 相邻的极大值被处于 
6 = rni / ka 点的极小值隔幵（式中 ri 是整 数）； 在极小值处，强度下降 到零. 
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sin 2 x 
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2. 计算衍射光柵的夫琅禾费衍射.衍射光栅是一个平面屏上面刻了一系 
列完全一样的平行狭缝，狭缝的宽度为 2 a , 相邻狭缝之间不透明屏的宽度为 
26,狭缝的总数为 7 V . 

解： 我们选定光栅的平面作为2/2平面，2轴与狭缝平行.衍射只发生在 
xy 平面内，将 （61.1) 积分得到： 


N 


U q 




e -2in q d = u 


n=0 


,1 - 

9 1 _ e — 2igrf 


式中 ， d = a + 而 < 则是沿一条狭缝积分的 结果. 利用习题1的结果，我们 
得到： 


「 Joa (sin Nqd \ 2 / sin 2 

\T V rtri / \ I 


T 


(/(, 是经过所有狭缝的总光强度）. 

在有很多狭缝的情形下，就是当 TV — oo 时，这个公式可以写成另一形 
式. 对于 q = Jin / d 的值 （ n 是整数）， d // dg 有一极大值；在这些极大值的近 
旁（即 gd = nji + £* , £•很 小）： 


d / = /()a 


sin qa 


qa 



sin 2 Ne 
nNe 2 


dq . 


但是当 iV — oo 时，下面的公式成 立①： 


lim 


sin 2 Nx 


n—oo nNx 2 




b(x). 


①方程左边的函数为零，而按照傅 里叶级 数理论中熟知的公式 





fix) 


sin 2 Nx 
Nx 2 



/( 0 ). 


由此可见，阐数的特性实际上与 6 闲数的特性相合（见§28的脚注〉. 
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因而在每个极大值近旁，我们 得到： 

- = ^(^) 2 a( ， )d. 


就是说，在极大值宽度无限窄的极限下，第 n 个极大值的总光强是 


/ (n) = Io 


d 

n 2 a 


sin 2 (rina/d) 
n 2 


3. 光垂直射入半径为 a 的圆孔径的平面，求衍射光强度随方向的分布. 
解： 我们引入柱坐标 2， r ， v ?，2 轴经过圆孔径的中心并垂直于圓孔径的平 
面.显然衍射是绕 2 ：轴对称的，所以矢量 g K 有径向分量 q r = q = k 0 • 从方向 
g 测量角在 (61.1) 中沿孔径平面进行积分，我们得到： 


= uo 



e~ uircos<p rd^pdr = 2 kuq 



J 0 (gr)rdr ， 


式中， Jo 是零阶的贝塞耳函数，用熟知的公式 


a 


a 


Jo(qr)rdr = -Ji(ag )， 

o q 


我们于是得到 


u q - 2jrU()Q Ji(ag), 
Q 


按照 （61.4), 我们得出衍射到立体角 do 内光的强度 


d/ = / 0 


3j(ak0) 

nO 2 


do, 


式中 ， 心是入射到孔径上光的总强度. 




第八章 

运动电荷的场 
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在第五章中我们研究了静止电荷所产生的恒定场，而在第六章中我们研 
究了不存在电荷的变化场.现在我们来研究存在任意运动电荷的变化场. 

我们来推导决定任意运动电荷的场的势的方程.这个推导用四维形式 
为最便利.重复§46末的推导，一个改变是我们将第二对麦克斯韦方程写成 
(30.2) 的 形式: 

dF ik _ _4 jt ^ 

dx k c 3 

右边也同样出现在 <46.8) 中，在势上施加洛伦兹条件 


dA l 

dx { 


= 0 , 


即 1 备 + div A 

c at 




0 


(62.1) 


以后，我们得到 


d 2 A i 


4 ji 


dx k dx k - (62 2) 

这就是决定任意电磁场势的方程.如用三维形式表示，这个方程可以写 
成两个方程，一个是 A 的方程，一个是#的方程： 



1 d 2 A _ 
c 2 dt 2 


A(p — 


1 d 2 ip 


4 ji . 

一 7， 

(62.3) 

—4 jcp . 

(62.4) 


对于恒定场，这些方程就化为熟知的方程 （36.4) 和 （43.4), 而对于没有电荷 
的变化场就化为齐次波动方程. 

我们知道，非齐次线性方程 （62.3) 和 （62.4) 的解可以用一个和来表示， 
这个和的第一项是不要右边项的这些方程的通解，第二项是加上右边项的这 
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些方程的特解.为了寻找这个特解，我们将整个空间分为无限小的区域，求其 
中的一个体积元内的电荷所产生的场.由 T •这些场方程是线性的，实际的场 
将是每个体积元所产生的场之和. 

在某一体积元内的电荷 de —般来说是时间的阐数.假如我们将坐标原 
点选择在我们所考虑的体积元内，那么，电荷密度是 p = ⑴此处的 

是到原点的距离.闵此，我们必须解方程 

△ V ?- ^2 0^2 ~ _ 4 jrde ⑷ 6( jR ). (62.5) 

除原点外，到处 6( H ) =0,因而我们有方程 

Aif ~ = 0 ' ( 62 . 6 ) 

显然，在我们所考虑的情形下，#具有中心对称性，就是说， p 仅是/?的 
函数.因此，假如我们将拉普拉斯算符写成球坐标形式 ，（62.6) 就化为 

丄 A - 丄心 =0 

R 2 dR V dR) c 2 dt 2 ~ 

为了解这个方程，我们作 v ? = x (/ U ) AR 的替换，那么，对于 x 我们得到 

方程 

dR 2 c 2 dt 2 

而这是平面波的方程，它的解有如下的形式（见 §47)： 

Wi ( 卜譬 ) WO. 


因为我们只求方程的特解，因此只选函数广和/ 2 中的任意一个就够了. 
通常便利的做法是选取/ 2 =0(关于这点，可参看后面）.因此，除了原点外 ， p 
到处有如下 形式： 

x(t - R/c) 

^ = -^- • (» 2 - 7 ) 

这个等式中的函数 X 暂且是任意的；现在我们如此地选择它，使得在原 
点也能得到势的正确的值.换句话说，我们必须如此地选择 X ，使方程 （62.5) 
在原点也得到满足.这是很容易办到的，须注意当 /? — 0时，势将趋向无穷 


大，因此，它对坐标的导数比它对时间的导数增加得快些.所以，当 — 0 
时，在方程 （62.5) 中，同比较，这一项就可以略去了.这时， （62.5) 

cr ot z 

化为熟知的方程 （36.9), 后者可导出库仑定律. W 此，在原点的附近， （62.7) 


应该化为库仑定律，由此可以推出 x (0 = de ⑴，即 
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第八章运动电荷的场 


由此很容易推得方程 (62.4) 对于任意分布电荷 p (: r ， i /，2，《) 的解.为此我 
们写出 de = pdV ( dV 是体积元），并在整个空间取积分就够了.在所得的非 
齐次方程 （62.4) 的解上，我们还要加 h 同一方程去掉右边后的解由此, 
通解有下面的 形式： 


式中 


< P ( r ， t ) = J ^ _ dV， + ^ o , (62.8) 

R = r — r \ dV f = do / dy ’ dz ’， 
r = ( x ， y ， z )， r ’ = (: r ’， j /’， 2 ’)； 


/? 是从体积元 dK 到我们求势的“观察点”的距离.我们将此式简写为 

V ?= / 与+ 仰， （62.9) 

式中，下标纟 -/?/ c 表明这个量应当取 i -/?/ c 这一时刻的值，而在 dV 上 
的一撇已略去了. 

对于矢势我们类似地 得到： 

A = - f 4- Ac (62.10) 

c J R 

式中， *4() 是方程 （62.3) 去掉右边项 的解. 

(62.9) 和 （62.10) 式（不带 v ? 0 和 A 0 ) 称为推迟势. 

假如电荷是静止的（即 p 与时间无关），公式 （62.9) 就化为熟知的静电 
场的公式 （36.8); 而对于电荷平稳运动的情形 (62.10) 经过求平均以后则变 
为恒定磁场的公式 （43.5). 

通过决定 （62.9) 式中的 < A ) 和 (62.10) 式中的 A u ， 要使得问题的条件能 
够得到满足.为此，敁然只沿给出初始条件，即给出场在幵始时的值就够了. 
但是通常我们并不必须讨论这些初始条件.作为代替，我们给出在与电荷系 
统相距很远之处、在所有时刻的条件.也就是说，辐射是从系统外面入射到系 
统上的.与此相应，辐射与系统相互作用的结果所建立的场与外场的差別仅 
仅是系统所发出的辐射.这个系统所发出的辐射在远处有波的形式，由系统 
向外沿着增加的方向传播.但是这个条件正好为推迟势所满足.因此，这 
些解代表系统所产生的场，而仰和必须等于作用于系统上的外场. 


§63李纳-维谢尔势 

一个点电荷沿轨道 r = 仏⑴进行给定的运动，让我们来求它所产生的 
场的势. 
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按照推迟势的公式，时刻 f 在观察点 P ( x , y , z ) 的场，由电荷在较早时刻 
f 的运动状态决定，光信号从电荷所在点 r 0 ( f ') 传播到观察点 P 的时间正好 
与差 t - t ' —致.令 R { t ) = r - ro ( t ) 为电荷 e 到点尸的径矢；像 r 0 ( t ) 一样， 
它是时间的给定函数.于是 时刻 〆 由如下方程决定 



(63.1) 


对于每个 t 值，这个方程只有一个根 

在 〆 时刻粒子为静止的参考系中，观察点在#时刻的势正好是库仑势， 
即 

^ = 丑(尤 ,) ， A . = 0. (63.2) 

在任意的参考系中，势的表达式可以直接从求一个四维矢量得到，这个 
四维矢最当 v = 0时与方才所得的 V ?及 A 的表达式相合.应当注意，按照 

(63.1)， （63.2) 中的 v ? 也可以写成下面的 形式： 




我们得到所要求的四维矢 量是： 



RkU k 


(63.3) 


其中 w A ‘ 是电荷的四维速度，而= [ c(f - t f ),r - r r ] f 式中 x ’， y ’， z ’、 t ’ 通过 

(63.1) 彼此 相关； 写成四维形式是 

R k R k = 0. (63.4) 

现在再变为三维表示法，我们得到一个任意运动的点电荷所产生的场的势如 
下： 

^ = 


其中丑是从电荷所在点到观察点尸的径矢，而在方程右边的所有的量都必 
须取在 (63.1) 所决定时刻 〆 的值.场的势写成 (63.5) 的形式称为李纳-维谢 

尔势. 

①这一点是敁然的，仰可以在接验证.为此，我们选择观察点 P 和观察时刻 f 作为四维坐 
标系的职点 C), 汴以 O 为•顶点构造光锥 <§2) . 这个锥的 r 半部分包 m 养“绝对”过去事 
件 CMfii 言） 的 K 域，是这样一些世界点构成的几何阁形，光信号耐从这些点达到点 o . 这个超曲 
面同电荷的 ttt 界线的交点显然正适 （63.1) 的裉.似是 W 为粒+的速度总小于光速，它的运动的 
世界线对丁•时轴的斜度总处处小亍光锥的斜度.出此可知，粒子的世界线仅仅在一点能与光锥的 
下半部分相交. 


e 


R 


R 


A = 


ev 




v - R 


(63.5) 


c 


c 
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第八章运动电荷的场 


为了从公式 

_ 1 dA . rr A 

E = --- grad H — rot A 

c at 

来计箅电场和磁场的强度，我们必须将 々 Jk A 对点的坐标: r , y , 2 和观察时 
刻 f 微分.但是公式 (63.5) 是用 〆 的函数来表示势，而只有通过关系式 (63.1) 
才能表示势为的隐函数. W 此，为了计算所需要的导数，必须先计算 
对 〆 的导数 • 将关系式邮）= c(f - 0对亡微分，得 


OR — dRdt，— R-vdt ， / dt f \ 
^dt = ^dV^di = 一 - n =C { ~dtj 


( dR / dt ; 的值由微分恒等式 i ? 2 = 只 2 , 并将 OR ( t f )/ dt , = 代入来求得. 

前面有负号是因为 ft 是从电荷 e 到 P 点的径矢，而不是从 P 点到电荷 e 的 


径矢 .） 因此， 



同理，将同一个关系式对坐标微分，我们得到 


(63.6) 


grad t 


grad 邱 ’)= 」 ( 舊參 gradf ’ + 尝)， 


所以 


grad t 


R 


c 




(63.7) 


利用这些公式，求场 E RH 的运算过程就不难了.略去运算的中间过 
程，我们得到 结果： 





(63.8) 

(63.9) 


式中心= dv/df ; 等式右边所有的量都是取在 〆 时刻 的值. 值得注意，磁场无 


论在何处都与电场垂直. 

电场 （63.8) 由两个不同类型的部分组成.第一项只依赖于粒子的速度 
(而不依赖于其加速度），且在大距离处像 1/ R 2 那样变化.第二项依赖于加速 
度，且对于大的 i ? 像1/及那样变化.以后 （§66) 我们将看到，这个第二项与 


粒子辐射的电磁波有关. 
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至于第一项，因为它与加速度无关，必定对应着匀速运动电荷产也的场. 
实际上，由于速度恒定，差 

Rt / - Rtf = Rit 一 v{t — t f ) 

就是在准确的观察时刻从电荷到观察点的距离风 . 也容易直接证明， 



式中，^是恥和 v 之间的夹角. 因而 ，（63.8) 的第一项与表达式 （38.8) 相同. 

习 题 


通过积分 （62.9) — （62.10) 推导李纳-维谢尔势 • 
解： 我们将 （62.8) 写为形式 


V?(r，0 


f f p{r\r) 
JJ \r-r f 



drdV f 


(对 A ( r ，《） 作同样处理），引入附加的6函数从而消去函数 p 中的隐宗量•对 
于沿轨道 r = r 0 ⑴运动的点电荷我 们有： 


p(r\r) = e6[r’ 一 r 0 (r)]. 

将这个表达式代入并对 dw 积分，我们 得到： 

/ d 7~ 1 ■ 

| r _ r T o(r) | 5 -|r-r 0 (r)|J , 


对 r 积分是用如下公式进行的 


6[F ⑺ 1 


6 (r — t r ) 


(式中 f 是 F (^) = 0 的根)，于是得到公式 (63.5). 

§64推迟势的谱分解 


运动电荷所产生的场可以展开为单色波.场的不同的单色分量（傅里叶 
分最）的势具有的形式.产生场的电荷系统的电荷密度和电 
流密度也都可以展开为傅里叶级数或傅里叶积分.很清楚， p 和 j 的傅里叶 
分量产生场的相应的单色分量. 

为了用电荷密度和电流密度的傅里叶分适表示场的傅里叶分量，我们分 
别用和代替 （62.9) 式中的 p 和 p , 这样，就得到 

r p -ioj(t-R/c) 

―-— dV . 
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将 e — M 消去，并引用波矢的绝对值 k = uj / c 、我们得到 


XkR 




〜下 dV . 


同样，对于我们得到 


ikR 




Jo ； 


cR 


dV . 


(64.1) 


(64.2) 


我们指出，公式 (64.1) 是更广泛形式的泊松方程 



(64.3) 


的解（该方程是从 （62.4) 对于 p 和 f 与时间的关系为的情形得来的). 
如果我们所研究的是傅里叶积分的展开式，那么，电荷密度的傅里叶分 

量是 



将上式代入（64.1)，我们得到 


= 



J 矣 e 一 +fc/?) dVcU. 


(64.4) 


我们还必须从电荷密度的连续分布过渡到正在考虑其运动的点电荷.因此，若 
只有一个点电荷，令 

P = e 6 [r — r 0 ⑷】， 


式中 r 0 ⑴是电荷的径矢，它是时间的已知函数.将此式代入 （64.4) 再对空间 
积分（这样积分归结为用 r 0 ( t ) 代替 r ) ,我们得到 

厂 ㈣ +_/化， （64.5) 

这里⑴是从电荷到观察点的距离.同样，对于矢势，我们得到 

A u = - [°° (64.6) 

e J —oo 


式中 v = ro ( t ) 是电荷的速度. 

对于电荷密度和电流密度的谱分解含一系列离散频率的情形，也可以写 
出类似 （64.5) ， （64.6) 的公式.因此，对于点电荷的周期运动（周期 r = 2 ji / lj 0 ) , 
场的谱分解只含形如的频率，相应的矢势分量是 




W ) 


e inu ； o(t+«(t)/c] c j^ 


(64.7) 


(对于％有类似公式）.在 （64.6) ,(64.7) 中傅里叶分量都是按§49定 义的. 
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习 题 

把匀速直线运动的电荷所产生的场展开为平面波. 

解： 我们按照§51中的方式进行.将电荷密度写为 p = e 6( r - vt ) 的形式， 
此处的 v 是电荷的 速度. 取方程 □# = —4 jie 6 (r — vt ) 的傅里叶分量，我们得 
到 

(□v?) fc = 一 4 jre.e 一 i(v 气 
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§65精确到二阶的拉格朗日量 

在普通经典力学中，我们利用仅仅与粒子（在同一时刻）的坐标和速度 
有关的拉格朗日量来描写彼此相互作用的粒子体系.这种作法的可行性，归 
根到底是来自于，在经典力学中假定粒子间的相互作用的传播速度是无穷大. 

我们已经知道，闵为相互作用的传播速度是有限的，场必须被看做是一 
个有本身“自由度”的独立体系.由此可得出 结论： 假如有一个相互作用的粒 
子（电荷）体系，那么，为了描述它，我们就必须认为这个体系由这些粒子和 
场组成.因此，当考虑到相互作用传播速度的有限性时，一般说来，不可能用 
仅仅和粒子的坐标和速度有关， ifii 并不包含与场的内部“自由度”有关量的 
拉格朗日 M 来严格描写相互作用的粒子体系. 

然而，如果所有粒子的速度 v 都比光速小很多，那么，这个电荷体系就 
可以用某个近似的拉格朗口最来描写.这时，就可能引入一个拉格朗日姑，这 
个拉格朗口量不仅在忽略所有 i ；/ c 的幂的情况 F 描写这个体系（经典的拉格 
朗日黾），而且还准确到的数 iit 级.最后这个论断与如下事实有关，即 
运动电荷辐射电磁波（因而出现“白”场），只是在 v / c 的三级近似下发生（参 
见下面的 §67) ①. 

我们预先指出，在零级近似中，即当我们完全略去势的推迟时，电荷体 
系的拉格朗日量有以下的 形式： 

(651) 

a a>b 


(求和应该对于组成体系的所有电荷进行）.第二项是相互作用的势能，正如 
静止电荷的情况一样. 

为了得到拉格朗日量的髙一级的近似式，我们按下述方式进行.电荷 e a 
在外场中的拉格朗日量是 








^ a A 



• V a . 


(65.2) 


选定电荷体系中的任意一个电荷，我们求出所有其余电荷在第一电荷所在点 
产生的场的势，并且用产生这个场的电荷的坐标和速度来表示它们（这一点 
只能近似作到 对于 V?, 精确到 v 2 /c 2 ; 对于精确到 t ； /c). 将这样求得 
的势的表达式代入 （65.2), 我们就得到电荷体系中的一个电荷的拉格朗曰 M 
(当其余电荷的运动已知时）.从此，不难求出整个体系的拉格朗日量 

①对于出荷质比相同的粒子组成的系统,辐射在 V / C 的第五级近似才 发生； 仵这种情形下. 
拉格朗曰 fit 含有直到 v/c 的四级项 .( 参见 flarJfcer R M., O r Connel R. F.//Canad. J. Phys. 1980. 
V. 58. P. 1659). 
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我们从推迟势的表 达式： 

<p = J A j lLi^ll dV 

出发，如果所有电荷的速度都比光速小很多，那么，电荷的分布在时间 /?/c 
内不致于有显著的改变. W 此，我们可以将 P 卜 H / c 和 A - H / c 展开为尺 / C 的幂 
级数.因此，对于标势，我们得到精确到二阶项的表达式 




f pdV 1 d 

J ~^~cFt 


pdV 


d 2 


2 c 2 dt 2 


RpdV 


(没有下标的 P 是指它在 t 时刻的值，和 g M 然可以从积分号内提出）. 

at ot z 

但是 / pdv 是总电荷，它是一个与时间无关的常量.因此上式中的第二项为 
零，从而 

PdV , 




/ 


1 d 2 


RfAV . 


(65.3) 


R 2 c 2 dt 2 

对于 a , 我们也可以用同样方式进行.但是用电流密度表示矢势的式子 
已经包含了 1/ C , 而当我们把它代入拉格朗日 M 时，还要乘上 1/ C . 既然我们 
正在求仅仅精确到二阶的拉格朗日量，我们在 A 的展开式中只取其第一项就 
足够了，即 


A 


pv 


dV 


(65.4) 


(我们已经将 j = 代入）. 

假设只有一个单独的点电荷 e . 我们从 （65.3) 和 (65.4) 两式得到 




+ 


e 


d 2 R 


R 2 c 2 dt 2 ? 


A 


ev 

Zr ' 


(65.5) 


式中 /? 是到电荷的距离. 
通过变换 


^ = ( P ~ 




A f = A + grad /, 


我们选择另外两个势 〆 和 I 来代替#和 A (§18). 并且我们选择/如下 


/ 


这时，我们得到® 




e 


R ' 


A f 


e dR 
2 c dt 


2 + 三▽翌. 

cR 2 c dt 


为了计算 A '， 首先我们注意 O . 在此处的符号 ▽ 刪 


①这些势不再满足洛伦兹条件 (62.1), 也不满足（62.3> —（62.4> • 
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我们正在求 I 值的观察点坐标微分.闵此 ▽/? 是一个单位矢 n , 从电荷 e 
指向观察点，所以 

=咢 + ^ n . 

cR 2c 

为了计算六，我们写出 

d (R\ R RR 

n = z di \ H ) = R ~' m ' 

但是对于一指定的观察点，导数 h 是电荷速度〜且只要微分等式 r 2 = hk 
亦即，写出 

RR = R 9 R = —R • v 
就很容易确定导数皮因此， 



一 v + n(n • v ) 
R 


将此式代入 A 的表达式，我们最后得到 





e[v + (v - n ) n ] 
2 cR 


(65.6) 


如果有许多电荷，则显然必须对所有的电荷求和. 

若将这些势的表达式代入（65.2)，我们就得到一个电荷 e a 的拉格朗日 
W L a (当其余所有电荷的运动为已知时）.这时，我们也必须将 （65.2) 的第 
一项展开为 v a / c 的幂级数，并保留到二阶项为止.这样，我们就得到如下 
的表达式： 


L = m a vl + lrn t 


2 


8 c 2 


e t 


E 


eb 


e‘ 


b 


Rab 2c 2 ^- R ab 


^2 + { v a - n ab )( v b - n ab )] 


b 


(求和应对除 e a 以外的其余所有电荷 进行； n ab 是 hke b 到 e a 的单位矢量）. 

由此就不难求出整个体系的拉格朗口量.不难理解，这个函数不是所有 
电荷的 L a 之和，而有如下的 形式： 


a 


实际上，对于电荷中的每一个，在其余所有电荷的运动为已知的情况下，阐 
数2：化为上面求得的 La . (65.7) 式决定电荷体系精确到二阶项的拉格朗口量 
(由 C . G . Darwin , 1922首先得到） • 

最后，我们还要求电荷体系的哈密顿量，并要有同样的近似程度.这可应 


用从 L 求的一般法则 进行； 然而用下面的方法来求则更为简单.在 （65.7) 
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式中的第二和第四两项是对 L (°> (65.1) 的小修正.另一方面，从力学我们知 
道当 L 和有小的变化时，加到它们上曲的小量的数值相等，正负号相反 
(在此， L 的变化是发生在坐标和速度恒定的情况下.而义的变化，是发生 
在坐标和动量恒定的情 况下； 参见本教程第一卷 §40). 


W 此我们从 


，⑼= ^2 


Pi 


a 


2 m a 


+E 

a>6 


Rab 


中减去 (65.7) 式的第二和第四两项，用一级近似 t ^ = p a / m a 代替其中的速 
度，就可立刻写出所以 


— 乙 27Tl a 乙 8c 2 m3 


a 


a 


E 

a>b 


Rab 


-E 

a>6 




2c 2 m a m b R ab 


[Pa • P6 + (Pa - n ab )(p b - 7l ab )} 


(65,8) 


习 



1. 确定相互作用的粒子体系的惯性中心（精确到二阶项）. 
解： 解决这个问题最简单的办法是用公式 

f WrdV 

R = ^ _ 

[ 怂 + / wdv 


(参见 (14.6)) ，式中 < T a 是粒子的动能 （ 包括它的静能）， W 是粒子产生的场 
的能量密度.因为怂包含着很大的量 m a c 2 , 在得到下一级近似时，只考虑& 
和 W 中那些不含 c 的项就够了.也就是说，我们只需要考虑粒子的非相对论 
动能和静电场的能量.于是我 们有： 

J WrdV = U E 2 rdV = ^ J (Vv?) 2 rdK = 

= iJ(S) r -iM dV -iJ*. rdV ' 


无穷远表面的积分 为零； 第二个积分也换成面积分变为零，而在第三个积分 
中代入 △# = — 4即后得： 


J WrdV = 



p<prdV =— E e a ( fia r a'> 

a 
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式中 Pa 是除 e a 外所有的电荷在点 r a 产生的势 O . 
最后，我们 得到： 



(求和遍历除 b = a 以外的所有指标 6), 式中 



是系统的总能量.因此在这个近似下，惯性中心的坐标实际上可以用只针对 
粒子的量来表示. 

2. 试求由两个粒子构成体系的哈密顿量（精确到二阶，略去体系整体的 
运 动）. 

解：我们选择一个参考系，其中两个粒子的总动量为零.将动量写为作 
用量的导数，则我 们有： 


ds ds ^ 

Pi + P2 = — + o — = 0. 

ar\ ot2 

由此可见，在我们所选择的参考系中，作用量是两个粒子径矢之差 r = r 2 — ri 
的函数，因此，我们有 p 2 = -pi = p , 这里的 p = dS / dr 是两个粒子的相对 
运动的动量.哈密顿量等于 

2 \mi m2) r 8 c 2 \mj m^J 2m\m2C 2 r 


①去掉粒子的 ft 场相应于§37第1个脚注提到的质 m “ m 正化 



第九章 

♦ 

电磁波的辐射 _ 

§66电荷体系在远处所产生的场 

我们来考虑一个运动电荷体系在距离远大于该体系尺度的地方所产生的 
场. 

选杼 电荷体系内的任意一点为坐标原点 o . 用/?«代表从 o 点到 p 点的 
径矢，尸点是我们求场的点，并且用 n 表示代，方向的笮位矢量.设电荷元 
de = pdV 的径矢为 r ，而从 de 到 P 点的径矢为丑.显然 ， R =凡- r . 
在与电荷体系相距甚远之处，办 》 r . W 此，我们近似地得到 

R = |/?o — r \ = Rq — r • n . 

将上式代人推迟势的表达式 （62.9) , (62.10) 中.在被积函数的分母内 ， r .n 
与汍比较起来可以略去不计.然而在•中，一般来说这种忽略是不可 
以的； 是否可以略去这些项，并不决定于 R Q / c 与 r . n / c 的相对值，而决定 
于 p 和:/在时间 r n/c 内变化的多少.因为 7? o 在积分中是常最，可以从积 
分号内取出，丙此，对于与电荷体系相距甚远之处的场的势，我们得到以下 
二式： 


RoJ Pt -^ r .， dV ， 

(66.1) 

A= cRoI Jt -^^ dV ' 

(66.2) 


在距离电荷体系甚远之处，场在一个不很大的空间区域内可以当做平面 
波.为此，距离不仅必须比体系的尺度大很多，而且还要比体系所辐射的电磁 
波的波长大很多.空间的这个区域我们称为辐射的 “波区”. 

在平面波内，场五和 if 彼此有关系式 （47.4) , E = H xn . 因为 
H = rotA , 为了完全决定波区内的场，只需求出矢势 A 就够了.在平面 
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波内，我们有 // = ( l / c)Axn (参见 （47.3)), 式中， A 上面的一点表示对 
时间微分①.因此，假如知道了 A , 我们就可以从公式® 

1 • 1 , • v 

H = x n , E = —(A x n ) x n (66.3) 

c c 


求出 / f 和 

我们指出，远处的场与离开辐射体系距离 i ?0 的一次方成反比.我们还应 
当指出，在 （66.1) 到 (66.3) 各式中的时间 t 总是以组合的形式出现. 

对于一个作任意运动的点电荷所产生的辐射，用李纳-维谢尔势是便利 
的.在远处，我们可以用常矢最 i ?« 代替公式 （63.5) 中的径矢而在决定 〆 
的条件 （63.1) 内，必须使 = — ( r 0 ( t ) 是电荷的径矢）.冈此③， 



ev ( t f ) 



(66.4) 


式中的 V 由等式 


㈣ X - 化 


(66.5) 


决定 • 


辐射出去的电磁波带有能域.能流密度是由坡印亭矢 M 来决 定的； 对于 
平面波，它是 



H 2 

C 4^ n 


辐射到立体角元 do 之内的辐射强度 dJ 定义为在单位时间内经过球心在原 
点，半径为尺 0 的球面面元 d / = 的能 w : 这个 M 显然等于能流密度5乘 
以 d /, 即 

jj2 

dl = c——Rf)do. (66.6) 

An 


N 为场 // 与 /? 0 成反比，那么我们 可以看 出，仵申位时间内这个体系辐射到 
立体角元 do 内的能 e 对亍所 有的距离都是一样的（当 <-7? 0 / c 的值对于它 
们一样时）.这一点是理所当然的， W 为从体系辐射出来的能锗以光速 c 向 
四周散开，在任何地方既不堆积，也不消失. 

我们来推导体系辐射出来的波的场的谱分解公式.这些公式可以直接从 
§64中的各公式得出.将 7? = /^- r - n 代入 （ G 4.2) 式（在该式内的被积函数 


① 在 li 前怡形下，这个公式也很容易验 iiF .. R 要苡接 il •筧 (66.2) 式的旋度，与带〜 i/Ho 
的项相比，略去带1/砣的项就可以了. 

② 在这里公式£ = - A/ C (参见 (47.3)) 不能应 用于势 $和 A , W 为它们不满足在§47中 
所加于它们的附加条件. 

③ 在对于电场的公式 （63.8) 中，本近似相位于略 i ； •第一项（与第二项相比）. 
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的分母中，我们可以令只=办），我们便得到矢势的傅里叶分量 

p}kRo r 

A ^ = / j^ ]k r dV (66.7) 

(式中 fc = An ). 利用公式（66.3)，可以求出分量 和五 分別用 
^ e -^, , 代替 H , E , A , 再以 e- iwt 除之，则得 

= \k x = —k x ( A ^ x k ). (66.8) 

UJ 

当研究辐射强度的谱分布时，我们必须区別展幵为傅里叶级数和展为傅 
里叶积分两种情形.对于伴随带电粒子的碰撞而产生的辐射，我们将它展汗 
为傅里叶积分.在这种情形下，我们感兴趣的最是在碰撺期间辐射的（也是 
碰撞粒子所损失的）总能最.设是在碰撺期间以波的形式（波的频率在 
间隔 du ; 之内）辐射到立体角元 do 内的能 fit 按照通式 （49.8) ,总辐射在频 
率间隔 do ;/2 ji 内的部分可以从强度的一般公式求得，不过要用傅里叶分量的 
模平方乘以2来代替场的平方.因此代替 （66.6) 我 们有： 

d <^ nu ； = ^| Hu ；| 2 - Rodo —. (66.9) 

如果电荷作周期性运动，那么，辐射场就应当展开为傅里叶级数.按照 
通式 （49.4), 傅里叶级数展开式中各个分量的强度可以从强度的常用公式得 
之，不过要用傅里叶分量乘以2来代替场. W 此，频率为 u ； = nu ^ 的辐射到 
立体角元 do 内的强度等于 


dl n = ^\ H n \ 2 R 2 0 do . (66.10) 

最后，我们直接从辐射电荷的给定运动来决定辐射场傅里叶分 y ： 的公式. 
对于傅里叶积分展开，我 们有： 



将上式代入 （66.7) ，并从连续电流分布变到一个沿轨道 ro = r 0 { t ) 运动 
的点电荷（参见§64)，我们 得到： 


e ikRo r+oo 

= —- / ev(0e 和 4 - fcro(01 d /、 (66.11) 

因为 v = dr 0 /d 纟，那么 mU = dr 0 , 这个公式也就可以写成沿着电荷轨道的线 
积分： 

e ikRo r 

= e-^- / e iM - fc r<j )dn). (66.12) 
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按照 （66.8) 式，磁场的傅里叶分量有如下的 形式: 



icje xkRi} 


J e i(u,t_fc ro) n x dr 0 . 


(66.13) 


如果电荷在一个闭合轨道上作周期性运动，那么，就应当将场展幵为傅 
里叶级数.傅里叶级数展开式的分量可以从 （66 .⑴到 (66.13) 求得，不过要 
将其中遍历所有时间的积分替换为对运动周期 r (参见 §49) 的平均.对于频 
率为 a ; = mjo = 2 nn / T 的磁场的傅里叶分 M ，我们有 



2mne ikR ^ 

c 2 T 2 Rq 


r T 

j e i[nu；0 ^ fc ro(t)1 n x v ( t)dt 
o 


㈣ 


(66.14) 


在第二个积分中，积分遍及粒子的整个闭合轨道. 


习 



求一个沿给定轨道运动电荷辐射的四维动量谱分解的四维表达式. 
解：将 (66.8) 代入 （66.9) ，并考虑到，由于洛伦兹条件 (62.1)^ = k 
我 们有： 


d ^ nu , = 会 (Ar 2 MU 2 - . A^R^do^ = 

=- l^w| 2 )^odo^ = --^k 2 Ai^A 1 *Rldo^ 
将四维势表为类似 （66.12) 的形式，我们 得到： 


cK nt 


k 2 e 2 

4 ji 2 


Xa ? Modfc ， 


式中 V 表示四维矢量 


X 




J exp (- ifc , o :’) d : r , 


积分沿粒子轨道的世界线进行.最后，变到四维符号 （ 包括 fc 空间的四维“体 
积元”，如 （10.1 a )), 我们得到辐射的四维 动量： 


^2jLi 
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§67偶极辖射 

在推迟势 （66.1) 和 （66.2) 的被积函数中，时间 7- 2是可以略去的，假 

如电荷分布在这个时间内改变很小的话.满足这个要求的条件不难找到.假 
设在一段时间内，体系中的电荷分布有敁著的改变，用了表示这段时间的数 
M 级.这个体系的辐射显然含有与 T 同数贵级的周期（即频率与 1/ T 同数量 

级）. 此外，我们用 a 来代表体系的尺度的 M 级.因此，时间 r . =将与2同数 

c C 

M 级.要这个体系内的电荷分布在这段时间内不发生显著的改变，那么，就 
必须有 (上 《 T. 而 cT 正是辐射的波长 A . 因此， a 《 cr 可以写为 

C 

a 《 A ， (67.1) 

就是说，电荷体系的尺度应当比辐射的波长小很多. 

我们指出，同一个条件 (67.1) 也可以从 （66.7) 式得到.在被积函数中 ， r 
所取的值是在一个与电荷体系的尺度同数 tt 级的间隔内，闵为在电荷体系以 
外:/ 等于零.因此，指数 ifc . r 是很小的，对于那些的波，可以略去它 
们，而这个条件与 (67.1) 是等价的. 

如果 w 与电荷速度的大小同量级，注意到 r 〜 ajv, 从而 A 〜 ca / v , 那 
么，这个条件还可以写成另一形式.从 a 《 A ， 我们得到 

v 《 c ， (67.2) 

就是说，电荷的速度应当比光速小很多. 

假设这个条件已被满足，我们来研究与辐射体系相距甚远之处的辐射， 
所谓与体系相距甚远就是指距离比波长大很多，因而在任何情形下，都比电 
荷体系的尺度大很多.正如我们在§66所指出的，在这样的距离上，场可以当 
做平面波，因此，在求场时，仅仅只计算矢势就够了. 

在远处的场的矢势 （66.2) 现在有如下的 形式： 

A=U jVdK , (67.3) 

式中， 〆 = <-办/0.时间 〆 现在已经与积分变量无关了.将:/ =胙代人，我 
们就可将 （67.3) 改写为 

A = ;(!>)， 

(求和应对体系中所有的电荷 进行； 为简单起见，我们略去指标广这个方程 
右边所有的量都是取对^时刻的值）.但是 

H ev= 去 H er = 4 
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式中， d 是电荷体系的偶极距.因此， 


(67 . 4) 

利用公式（66.3)，我们求出磁场等于 


H = 



d x n ， 


(67.5) 


而电场则等于 


E 


c 2 R (] 


• • 

(d x n ) x n . 


(67.6) 


我们注意，在所考虑的近似情况下，辐射为电荷体系的偶极矩的二阶导 
数所决定.这样的辐射称为偶极辐射. 

因为 d = ^ er , d = J^ev ； 所以电荷只有在它们作加速度运动时才能 


辐射.作匀速运动的电荷不辐射.这也可以直接从相对性原理推出，因为作匀 
速运动的电荷可以在某一个惯性参考系中静止，而一个静止电荷显然不辐射. 
将 (67.5) 代人 (66.6), 我们得到偶极辐射的 强度： 


dl 


4JIC 3 


(d x n) 2 d 


d 2 


4 jic 3 


sin 2 6 do , 


(67.7) 


式中 0 是矢 tf ： J 和 n 之间的夹角.这就是在笮位时间内电荷体系辐射到立体 
角元 do 内的能量，我们注意，辐射的角分布是由 W 子 sin 2 0给出的. 

代入 do = 2 jrsin 0 d 0， 从0到 Jt 对 d 0 积分，我们得到总辐射 

/ = (67.8) 

如果我们只有一个电荷在外场中运动，那么 ， d = er ， 而3= 6 «;，此处 
的 W 是电荷的加速度.因此，运动电荷的总辐射是 


2 e 2 w 2 


(67.9) 


我们注意，在由粒子所组成的封闭体系中，如果所有粒子的荷质比都相 
同，就不会有辐射（偶极辐射）.实际上，对于这样的体系，偶极矩为 



const 


rnr , 


此处的常数是所有电荷共同的荷质比. 


但是 rnr = R m ，此处 jR 是体系 


惯性中心的径矢（记着所有的速度 v 《 c ， W 此非相对论力学可以应用 ） .W 
此 i 与惯性中心的加速度成正比，这个加速度是零，因为惯性中心匀速地运 
动着. 


§67 偶极辐射 


• 197 • 


最后，我们写出偶极辐射强度的谱分解.对于伴随碰撺而产生的辐射， 
我们引人量来表示碰撞期间以波的形式（频率在间隔 du ；/2 jl 内）辐射出 
去的能量（参见 §66). 用傅里叶分量 ( L 代替 （67.8) 式中的 i 并乘以2就可 
得 到它： 

为了决定傅里叶分量，我们有 

d u e~' wt = 备 (d ，， = -uj 2 d u ^\ 

由此得到 cL = - uj 2 cL u . 因此，我们得到 






(67.10) 


对于作周期运动的粒子，我们用同样的方法得到以频率0； = 710； 0 辐射的 
强度 如下： 

4uJqT1 4 2 (an n\ 




(67.11) 


题 


1. 求以恒定角速度 I ?在一平面内转动的偶极子 d 的辐射•① 
解：选择转动平面为平面，我们有： 


d x = do cos d y = do sin Qt. 

因为这些函数是单色的，所以辐射也是单色的，频率0；=仏从 (67.7) 式我 
们得到辐射的角分布（对转动周期的平均 值）： 

37 = (1 + cos 2 i?)do, 

Skc 5 

式中 i ? 是辐射的方向 n 和2轴之间的夹角.总辐射是 

T 2伽 4 

/= ~3?- 

福射的偏振沿着矢量 Jx n = uj 2 n x d . 将其分解为 nz 平面和垂直于它 
的分量，我们发现辐射是椭圆偏振的，椭圆的轴比等于 n 2 = cos ^; 特别是, 
沿; J 轴的辐射是圆偏振的. 

①具有偶极矩的转子或对称陀螺的辎射就是这种类型.在第一种情形下 • d 是转子的总偶 
极矩； 在第二种情形下 ， d 足陀 螺的偶极矩在垂盘于其进动轴（即总角动 W 的 方向） 平面 I :的投 
影. 
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2.求（以速度 V 作整体运动的）电荷体系辐射的角分布，如果在体系整 
体静止的参考系中辐射的分布已知. 

解：令 

d / ; = f ( cosO ’，( p ’) do ’， do ’ = d(cos 

是固联于运动电荷体系的系内的辐射强度是极 坐标； 极轴沿体系 
运动的方向）.在固定的（实验室） 参考系 K 内时间间隔 df 中辐射的能量 
df ,与系内辐射的能量 df 通过如下变换公式相关 


d(f f = 


dS-V^dP 


r- 


c 2 


V ^ 
- cos 0 


= dS" 



(在给定方向传播的辐射的动量与其能量的关系满足方程 | dP | = d ^/ c ) . K 
与 K ’ 系内福射方向的极坐标按公式 (5.6) 相关，方位角 p 和 〆 相等. 
最后， X '系内的时间间隔 d〆 对应 于尺系 中的时间间隔 


dt 


dt 




c 2 


结果，我们得到 k 系中的强度 d / = ( d ^7 df ) do : 


d / = 




cos 6 - 

_ c 

V " 

1- cos 6 

c 



do . 


因此，对于沿自身轴方向运动的偶极矩，/ = const . sin 2 #, 用刚才得到的公 
式，我们轉出： 


dl = const • 



§68碰撞时的偶极辐射 

參 

在研究碰撞辐射（轫致辐射）问题时，我们很少对两个沿着一定轨道运 
动的粒子因碰撞而产生的辐射感兴趣.通常我们必须考虑彼此平行移动着的 
整个粒子束的散射.我们的问题就是求出每单位粒子流密度的总辐射. 




§68 碰撞时的偶极辐射 
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如果粒子流密度等于1(即在单位时间内通过粒子束截面的笮位面积有 


一个粒子），耶么，粒子流中“碰撞参量”在 p 和 p + dp 之间的粒子数等于 
2 npdp (即以/0和 p + d /9 为半径的两个圆之间的环的面积）.因此所要求的 
总辐射就可以用 2 jipdp 乘一个粒子（具有碰撺参; ftp ) 的总辐射△#，再对 dp 
从0到 oo 积分求得.如此求得的量将有能 M 乘面积的 M 纲.我们称它为有效 
辐射（同散射的有效截面相似），并以 X 代表之 




• 2 npdp . 


( 68 . 1 ) 


用完全类似的方法，我们可以定义在一定立体角元 do 内，和在一定的频率间 
隔 do ; 内的有效辐射等等 

现在我们来推导粒子束被中心对称场散射时，产生的辐射角分布的一般 
公式，这里我们假设辐射是偶极辐射. 

被散射粒子束中的单个粒子（在每一时刻）的辐射强度由 （67.7) 式 
决定，在这个式子内的 d 是粒子对于散射中心的偶极矩®.首先，我们将 
此式对矢 M J 在与粒子束方向相垂直的平面内的所有方向求平均值.闪为 
(d x n ) 2 = d 2 - (n - d ) 2 , 那么，求平均值运算仅仅影响到 (n x d ) 2 . 因为散射 
的场是中心对称的，而入射粒子束是平行的，所以散射（以及辐射）具有对 
通过中心的轴的轴对称性.我们选定这个轴作为 x 轴.从对称性的考虑可以 
看出一次项 dyj z 在求平均值时给出零，又因 i 不受求平均运算的影响， 

參鲁 •• •争 參攀 

d 尤 dy — — 0 * 


名和是的平均值彼此相等，所以 

考=与= 

注意到这些，我们就不难求得 


(d x n ) 2 = i ( d 2 + i ( d 2 - 3 rf ^) cos 2 9, 


式中 ，6> 是辐射方向 n 与 a : 轴的夹角. 

将强度对时间和对所有碰撺参 w 积分，我们就得到确定有效辐射作为辐 
射方向函数的最终公式 


do 


4JIC 3 


A^B 


3 cos 2 0 — \ 
2 


( 68 . 2 ) 


① 与辐射体系能之比称为辐射能 tt 损失鉞而. 

② 如果被积分的式 T 与粒子 的偶极 矩在粒子流横截面上投影的定向角有关.耶么.首 5 fc 我 

们必须住这个平命上对于所有方向求平均值，只有这样做以后才能乘以 2； t P d P 然后冉积分. 

③ 实际上，通常我们所说的是指两个粒子——散射的粒子和被散射粒子——相对他们的公 

共的惯性中心的偶极矩. 
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式中， 


A = 


2 

3 


0 


d 2 dt2jipdpj 





( d 2 — 3 d ^) dt 2 npdp . 


(68.3) 


(68.2) 式的第二项写成了这样的形式，它在对所有方向平均时为零，所以总 
有效辐射是 X = A / c 3 . 请注意，辐射的角分布相对于穿过散射中心并且垂直 
于束的平面是对称的， W 为如果将0换为 JI -0，（68.2) 式不变.这个特性为偶 
极辐射所专有，对于比 u / c 更高阶的近似则无这个特性. 

伴随散射而产生的辐射强度可以分成两部分 ，一 部分是在经过 x 轴和方 
向 n 的平面内（我们选择这个平面为抑平面）偏振的辐射，另一部分是在 
垂直平面^内偏振的辐射. 


电场矢量与下面矢量的方向相同 


#• ♦參 畢# 

n x (n x d ) = n(n d ) — d 


(参见 （67.6) 式）.这个矢鼠在与 iry 平面垂 g 的方向上的分 M 是-么，而它 
在: rj / 平面内的投影是 | sin 6 - d x - cos 6 - d y \. 后面这个量■以最方便地由磁场 
的 2 分量决定，磁场的方向是 ci x n . 

将 E 平方，再对矢量 i 在 M 平面内的所有方向求平均值，我们首先看 
到， 场在 xy 平面上的投影同它在与/平面垂直的平面上的投影之积为零. 
这意味着，辐射强度实际上可以表示为两个独立部分之和，这两部分就是在 
两个相互垂直的平面内偏振的辐射强度. 

电矢 S 在垂虚于 x ? /平面内的辐射强度由名= \( d 2 - d 2 x ) 的方均所决定. 
对于有效辐射的相应部分，我们得到 



do 1 
4JCC 3 2 




( d 2 — dl ) dt 2 iipdp . 


(68.4) 


我们注意到，辐射的这一部分是各向同性的.没有必要写出电场矢量在平 
面内的有效辐射表达式，因为，显然 


+ dxf^ = dxn. 

用相似的方法，我们可以求出在给定频率间隔 du ； 内的有效辐射的角分 


布公式： 

do 

- 

3 cos 2 9 — \ 

duj 

(68.5) 

式中 

dXnu； ~ 2 jic 3 

A { uj ) + B { uj ) 

2 

m 

2k' 

A { u ) = 

=丁乂 dl2npdp, 


f (dl - MlJ2jipdp. 

Jo 

(68.6) 
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§69低频轫致辐射 

我们来考虑轫致辐射谱分解的低频“尾部”，这个区间的频率远低于辐 
射主要部分集中所在处的频率 


W 《 u；(). 


(69.1) 


我们不（像上节所作的那样）假设碰撞粒子的速度远小于 光速； 下面的公式 
对于任何速度都是适用的.在非相对论情形下 ， _〜 1/T, 这里 r 是碰撞延 
续时间的 量级； 在极端相对论情形下，吻正比 F 辐射粒子能 W 的平方（参见 
§77). 


在积分 




Hc iu;t dt 


之中，辐射场//只有在与1/吻同 M 级的时间间隔内，才与零冇显莕的差別. 
W 此，按照条件（69.1)，我们可以假设在被积函数内1,从而可以使 
等于1;于是， 



将 ff = Axn / c 代入上式，并对时间积分，则 得到: 


if a , = -( A 2 - Ai ) x n , (69.2) 

c 

式中，是碰撺粒子在碰撞期间所产生的场的矢势的变化. 

将 (69.2) 代入 (66.9) 式,我们便得到(频率为 a ; 的)碰撞总 辐射: 




4 cjc 2 


[{ A2 — Ai ) x n ] 2 dodo ;. 


(69.3) 


我们可以用对于矢势的李纳-维谢尔表达式 （66.4) 得出 


d 成 


4jiV [H e {rr 


V 2 


V\ 


( l / c)n - V2 1 — (1/ c ) 


^r} 


dodu ;, (69.4) 


式中 A 和 v 2 是碰撞以前和以后的粒子速度，求和对两个碰撞粒子进行.我 
们注意到， du ; 的系数与频率无关.换言之，对于低频率（条件 （69.1)) ，谱分 
布与频率无关，就是说，当 u ； — 0时， d # nu ; / du ; 趋近于一个常数极限①. 

①对碰掩参 M 积分.我们可以得到粒子束敗射时的打效辐射的相似的结果,然而我们要 id 
薪，这个结果对于碰撞粒子有库仑相冱作用情况下的有效辐射是不正确的， 因为对 d P 的积分在 
p 很大时是（对数）发散的.在下一订中可以？?出，在这种情形下，低频宇•的有效辐射与频宇•的 
对数有关，而不是保持不变. 
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如果碰撞粒子的速度比光速小很多，那么 ，（69.4) 式变为 


= 


4 jl 2 C 3 


y ^ e ( i ；2 - Vi) X 


2 


dodo ; 


(69.5) 


这个表达式对应于偶极辐射的情形，矢势由 （67.4) 式给出. 

这些公式的一个有趣应用是应用于发射新带电粒子（例如从核中出射 
粒子）时产生的辐射.这个过程被处理成粒子的速度瞬时从零变为其实际 
值.（由于公式 （69.5) 对交换 Vl 和 v 2 的对称性，起源于这个过程的辐射与其 
逆过程（粒子瞬时停止）产生的辐射是相同的 .） 亟要之点在于，由于该过程 
的“时间 ”7 — 0,条件 (69.1) 实际上对所有频率都是满足的 


习 



求一个当射出时以速度 v 运动的带电粒子所产生总辐射的谱分布. 

解：按照公式 （ 69.4) (其中我们令 V 2 = V， Vi = 0 ) ,我们有： 

L (l-(,/ C )eos^ 2jtSin ^ 

进行积分后得 到®: 

d A = £!(£ ln £±^_ 2 ) du; . (i) 

JIC \v c — V ) 

对于 v 《 c , 这个公式化为 


= 

该公式也可以从 (69.5) 直接得到. 


2e 2 v 2 

33 IC 3 


i\u 


1 


§70库仑相互作用的辐射 

为了参考的目的，我们在这一节内列举一系列有关两个带电粒子体系的 
偶极辐射 公式； 这里，我们假设粒子的速度比光速小很多. 

我们对这个体系作为一个整体的匀速运动（即体系惯性中心的运动）没 
有兴趣，因为它并不引起 辐射； 因此我们只需研究粒子的相对运动.我们选定 
惯性中心为坐标原点，那么，体系的偶极矩 d = ei n + e 2 r 2 可以写成 

, eim 2 - e 2 mi ( e 2 \ i 、 

d = - r = fi - ) r , (70.1) 

mi + m 2 V m i m 2) 

① 然而，这叫公式的应 IH 受 到敁子 条件的限制,即&同粒子的总动能相比很小. 

② 正如我们已经指出的那样，即使山 T 过稈的“瞬时件”，条件 （69.1) 对所有频字•都满足, 

我们却不能通过将 （1) 式对 dw 积分来求得总辎射能——该积分在商频发敗.值得•提的是，除 
了经典性质的条件在高频失效以外，在本例中发散的原因还在于经典问题的不 1 K 确陈述，即这 
个问题中粒子在初始时刻加速度为无穷大. 
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式中，指标1和2分別属于两个粒子，而 r = 则是两粒子之间的径矢. 


rri\m2 

/i =- 

mi 4- m 2 

是约化质量. 

我们从两个按照库仑定律互相吸引着的粒子在作椭圆运动时所产生的辐 
射开始.从力学我们知道（参看本教程第一卷 §15), 这种运动可以用一质量 
为 M 的粒子在椭圆上的运动来说明，椭圆的极坐标方程是 



+ £ COSip 


< 1(1 -£ 2 ) 


(70.2) 


此处的半长轴 a 和离心率 e 是 



式中，#是粒子的总能 fi (略去他们的静能!），运动在有限范围内时，总能量 
为负 . A / = / xrV 是角动量，而 a 是库仑定律中的 常数： 


ot = |eie2|. 

坐标与时间的关系可以用参数方程表示 如下： 

r = a(l — ecos ^), t — \ — esin 《). (70.4) 

V a 

当参数 《从 0变到 2 JI 时，粒子在椭 圆上走一周； 运动的周期是 

T = 2 兀 

现在我们来求偶极矩的傅里叶分量.因为运动是周期性的，所以这即是 
求傅里叶级数的展开式.既然偶极矩与径矢 r 成正比，那么这个问题就可化 
为求坐标 : r = rcos ( f,y = rshup 的傅里叶分量 . x 和与时间的关系由如下参 
数方程决定 

x = a ( cos ^ — e ), y = a\/\ — e 2 sin ^, LJot = ^ — esin ^, (70.5) 
这里，我们引入了频率 

2 n 1~0~ _ (2 K |) 3/2 
UJ0 = Y = ]/^ = a"i/2 • 
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利用= -\ uJ 0 nx n , y n = 一 iu ； ony n ， 计算速度的傅里叶分量，这比求坐标 
的傅里叶分量更便利些.我们有 


X 


X n 


T 


n 


—ia；on cJonT 7 () 


e iuJoni xdt . 


xdt = dx = - asin ^； 因此， 将对出 的积分变为对 狀 的积分，我们就 
有 

ia ^ 271 


x 


2 nn 


e in (卜 esin () sin 观 


0 


同样，我们可求得 


= /* 2 %in ( ^ _ esin0cos ^ = / 2n e-(e-esinOd^ 

0 物離 Jo 


2 nn 


(在从第一个积分变到第二个积分时，我们在被积函数中写了 cos ^ 


cos ^ 


4 ) 4 細，出现了岭 J 的积分，而它恒等 于零） •最后 


利用贝塞尔函数的理论，我们有 


2n 


2 ji 


0 


e i(n^xsinO d ^ = I ^ CO s(n^ — xsin^)d^ = J n (x), 

71 Jo 


( 70 . 6 ) 


式中， . U ： r ) 是整数 n 阶的贝塞尔函数.结果得到所求的傅里叶 分设的 如下表 
达式： 

a 


Xn =二 J ’ ri ( ne )， y n = 土」 ~~ —^ n ( ne ) 
n ne 


( 70 . 7 ) 


( 贝塞尔函数上面的一撇表示对函数自变量微分）. 

辐射的单色分设强度的表达式可以通过将 x „ 和 2 /„代入如下公式中得 
到： 

> % 

(参见 ( 67 . 11 )). 利用粒子的特征母来表示 a 和叫，最后我们 得到： 


In 


64 n 2 ^ 4 / e \ e2 
Sc^a 2 V m i m 2 


2 


J ;?( nf ) + 


l-e 2 


Jn (^) 


£ 


2 


( 70 . 8 ) 


作为特例，下面我们写出在轨道接近抛物线的运动中 U 接近 1 ) 非常卨 
次谐波 （ n 很大）强度的渐近公式.为此目的，我们用公式 


J “ ne) % 忐⑵ 


1/3 




G) 2 / 3 (u) 


( 70 . 9 ) 


n 》1， 1 -£： 《1， 
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式中是§59习题脚注中定义的艾里函数 
代人 (70.8) 得到： 


In = 


64 x 2 2 / 3 n 4 〆 3 # 4 
3ji c^q 2 





(70.10) 


这个结果也可以用麦克唐纳函数表 示为: 



64 n 2 (^ 4 
9 ji 2 c ^ a 2 



^( i -^ 2 ) 3/2 ] + 



^( i - a 3/2 ]}( i - a 2 


(必要的公式在 （74.13) 式后第 1 个脚注给 出）. 

以下，我们考虑两个互相吸引的带电粒子的碰撞.这两个粒子的相对运 
动，可以用一个以质量为 / i 的粒子在双曲线上的运动来 描写： 

1 + e cos ip = - — , (70.11) 


式中， _ 

q r ~~ 2 謂 2 

a = 及， £ = v 

(现在#>0) . r 与时间的关系由下面的参数方程所 决定: 


(70.12) 


r = a(ecosh 《 一 1 )， t = y ^-(esinh^ — (70.13) 

此处的参数 C 可取- oo 到 + OC 之间的一切值.对于坐标 X ，2/,我们有 

x = a(e — cosh 《)，y = aye 2 — 1 sinh^. (70.14) 


①对 Tn 》 1,对积分 


Jn ( ne ) 




cos[n(^ — e sin C)] ( ^ 


的主要贡献来 A $ 的小值（对于大的 € 值，被积函数快速振荡 据此，我们将余弦闲数的內变 
M 按 纟的幕 展开： 


Jn(ne) = 一 

71 




9] 


炎; 


W 为积分迅速收敛，上限已换为 oo ; 含尸的项必须保留 • W 为一阶项含有小系数 l_e « (1 - e 2 )/2. 
通过明显的代换.上面的积分可以化为 （70.9) 的形式. 
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傅里叶分 M ： 的计算（我们现在所指的是展开为傅里叶积分的展开式）可 
以照上面的方法完全一样地进行.结果 得到： 



W )， 



Tcay / e ^ 


CJ £ 




式中，是第一类第 k 阶的汉克尔函数，我们引入了符号 



(70.15) 


(70.16) 


( v 0 是粒子在无穷远处的相对 速度； 能 M # = / x ^/2). 在计算中，我们还引 
用了贝塞尔函数理论中的 公式： 



/-ixsinh (啦 




i 7 r ^^( ix ). 


(70.17) 


将 （70.15) 代人公式 


(1 A 


4 a ; 4 " 

^3? 


2 


~ - ZT") (W 2 + l2/J 2 ) 2 

771 x 7712 / 2JI 


da ; 


(参见 （67.10)) 我们便得 到①: 


d(^j = 


K / i 2 a 2 uj 2 

6 c 3 # 2 



O e )] } du; . 

(70.18) 


我们比较关心的量是平行粒子束散射时的“有效辐射”（参见 §68) .为 
了计算它，我们用 2 jipdp 乘 d 心， 再对 p 从零到无穷大 积分. 利用 2 npdp = 
2 jia 2 £： d £： ,我们将对 dp 的积分化为对 de ( 在1到 oo 的范围中）的积分.这个 
关系从定义 （70.12) 得来，其中，角动量 A / 和能最€与碰撞参及粒子在 
无穷远处的速度 VO 的关 系是： 


M = jJpVQ、 ^ — 


最后的积分可以直接利用公式 

2 Z P + ~ X ) Z P = ^( 2 Z P Z p )» 


①注怠，函数是纯 虚数，而其 导数是实数. 
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式中， Z p ( 2 ) 是 p 阶贝塞尔方程的一个任意解 ®. 记着当 e — 00 时，汉克尔函 
数 H 以 ( iM ) 变为零， 结果我们便得到下面的 公式： 



4 jt 2 Q : i a ; 


(:-尝) 2 |相础 


现在让我们考虑低频和卨频两种极限情形.在积分 

e i ^- sinhO d ^ = 



(70.19) 


(70.20) 


(汉克尔函数的定义）中，积分变量$的唯一重要的范围是指数在其中与 1 
同数设级的范围.因此，对于低频 k 《 i )， 仅有大^的区域是重要的.但是 
对于大的 G 我们有 sinh €》 t 因此，近似地， 


H 


( 1 ) 


(ii/) ^- 

ji 


e - i ^ inh ^ = // ( l ) (iiy) 



同理，我们可求得 



最后，利用贝塞尔函数理论中的近似式（对于小的 X) 

iHq^^x) « — In — 

ji yx 

( 7 = e c , 式中， C •是欧 拉常数 ， 7 = 1.781 m .)， 我们得到低频有效辐射的如 
下表达式： 


16 a 2 

dX - = 3 v ^ 



当 U ； 《 


Q 


(70.21) 


这个表达式依赖于频率的对数. 

对于高频率（〃》1)，在积分 （70.20) 中，与前相反，小 《值 的区域是重 
要的.根据这个理由，我们将被积函数的指数展开为€的幂级数，并近似地 
得到 

把 v) «4 /_! exp (-?« 3 ) 屯 = _1 他 U°° exp (- 皆咖 }. 

①这个公式是贝塞尔方程 

z’’ + |z'+ (1 - 容 ） z = 0 


的直接结果. 
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作代换 i < 3 /6 = 7/, 上面的积分化为 r 函数，结果我们得到 



最后，再利用 r 函数理论中的熟知公式 

r(x)r(i-x ) = 

对于卨频率有效辐射，我们 得到： 



sill KX 



16 jca 2 ( e\ 
3 3 /W \mj 



当 a ;» 



(70.22) 


这是一个与频率无关的表达式. 

现在我们转到伴随两个按照库仑定律 U =^( a > 0) 而排斥的粒子互相 
碰撺而产生的辐射.运动发生于双曲线 r 

— 1 -f ecosy ? = - — ; (70.23) 


x = a(e + cosh ^), y = ay / e 2 — 1 sinh ^, t = y —^-( fsinh ^ -f (70.24) 

U 和 e 来 A (70.12)) .对于这种情形的所有计算直接可以化为上面进行过 
的计算，因而这里就不再重:复了.实际上，对于坐标 x 的傅黾 叶分董 的积分 





e i„(e«inh^+0 sinh ^ 


在作代换 iJi -€ 后便可化为在互相吸引情形下的积分乘以这对 
^也同样成立. 

因此，在相斥的情形中，傅里叶分量的表达式与相吸的情形中的 
相应的表达式只相差一个因子 e _ M . 所以，在辐射的各公式中，唯一的变动 
是加上一个闶子 e - 2 "' 就特例言之，对于低频，我们得到上曲的公式 （70.21) 
(因为对于对于高频，有效辐射有下面的 形式： 


dx 


16 jiq 2 / ej 
3 3 / 2 VqC 3 \mi 


e2 \ I 2:iu;a\ 
m 2 ) GXP \ / if 3 ) 



当 a ； » 


m 3 ) 

a 


(70.25) 


它随着频率的增加而按指数规律下降. 
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T 


Idt 


2 3/2 


* __ 

0 


3 c 3 V m 1 


( 


ei 


e 2 V 2 ^/2 q 3|^|3/2 
m2 ) M 5 


3 


2\^\M 2 

! ia 2 


). 


在两种情形下， X 都看成正角并由如下方程决定 


cot 




2 


a 


因此对于两个相斥电荷的“正”碰撞 （p —0 ，x — n )， 我们得到 




8/ i 3 i；q ( ei _ e 2 

V^i 爪 2 


2 


3. 求在相斥库仑场中一粒子束散射时的总有效辐射 
解： 所求的量是 




Idt 2 npdp 


2 a 2 ( e \ 


e 2 


2 


o 


3 c 3 \rrii m2 


2ji 



r 4 


dtpdp , 


2. 求两个带电粒子的碰撞总辐射 △# . 

解： 在相吸的情形下，轨道是双曲线 （70.11) ,而在相斥的情形下，轨道 
是 （ 70.23). 双曲线的漸近线与其轴的夹角是 po , Wo 由土 cos po = l / e 来决定, 
而粒子的偏转角（在惯性中心是静止的坐标系中）是欠=卜-2<^)|.计算方法 
照习题1进行（对 dp 的积分限是 -屮 q 和仰） . 对于相吸的情形，得到的结果 
是 


S!- 3 f 


[(丌 + X ) (1 + 3 tan 2 奮 ) + 6 tan 


X 

2 - 


e\ 


62 


2 


mi n\2 


而对于相斥的情形，我们得到 


习 


题 


1. 求两个互相吸引的粒子在作椭圆运动时的平均总辐射. 
解： 从偶极矩的表达式（70.1)，我们得到辐射的总 强度： 


2" 2 

3 c 3 


ei 


e 2 


2 


r 


2 


mi m2 


2 q 2 

3 c 3 


ei e 2 \ 2 1 

mi m2 / r 4 ' 


这里我们用了运动方程 /xr = - ar / r 3 . 从轨道方程 （70.2) 用 p 来表示坐标 r ， 
再利用方程= f . ir 2 dip / M , 将对时间的积分变为对角 的积分 (从0到 2 k). 
结果，我们求得平均 强度： 


(丌- X ) (1 +3 tan 2 D -6 tan | 


1 lT 

II 

7 


2 


£2 


2 


XI2 


I 


XI2 


a] 

t 


50 

3 


e 

% 
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我们将对时间的积分换为沿电荷轨道对 dr 的积分，写出 dt = dr / v r ,此处的 
径向速度 v r = r 可以用 r 表示如下： 






M 2 

2 fir 2 





P 2 Vq 2 a 
r 2 \ir 


对 dr 积分的范围是从 oo 到离中心最近的距离 ro = ro ( p ) (在这一点 tv = 0 ) , 
然后再从 r 0 到无 穷远； 这就化为从 r 0 到 oo 积分两次.计算二重积分的方便 
做法是将积分次序互换（即先对 dp 积分，然后再对 dr 积分）.计算的结果是 


8 jt a/.ivo 





4. 设有一个电荷从另一个电荷的旁边经过，假设电荷的速度是这样大 
( 虽然比起光速仍然是很小的），以致它的轨道与直线的偏差可以认为很小， 
求由此所产生的总福射的角分布. 

解： 如果动能/^ 2 /2比势能大很多（势能的量级为 a / p (/ xt ; 2 》 a / p )) ，那 
么，偏转角就很小了.我们选定运动的平面为： ry 平面，而原点仍选在惯性中 
心，: r 轴沿速度的方向.在一级近似中，轨道可以由 x = vt,y = p 给出 . 在高一 
级的近似中，运动方程给出 

M a x avt •• ay ap 

这里 

r = y/x 2 + y 2 « \/ p 2 + v 2 t 2 . 

利用公式 （67.7), 我们 求得： 


dS'n = do 




2 


4JIC 3 




x 2 + y 2 — { xn x + yn y ) 2 ] dt , 


这里 n 是在 do 方向的单位矢量.用 《 来表示被积函数并进行积分，我们得 



= 


Q 


2 


32 vc ^ p 3 



(4 - n 》- 3 nl ) do . 


§71 四极辐射和磁偶极辐射 


现在我们来研究与矢势（按体系尺度与波长之比 a / A 的幂的）展开式中 
后几项相关的辐射.因为假设 ci / A 很小，这些项一般也比第一（偶极）项小得 
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多.但是在电荷体系的偶极矩为零，以至偶极辐射不发生的情形下，它们就 
很重要了. 

将 （66.2) ,即 

A= ^ J 

中的被积函数展开为 r - n / c 的幂级数，准确到一阶项，我们得到 


J ivdV + 念侖严. n)jt，dv - 

将 j = 代入，并改变到点电荷模型，我们 得到： 


f ev 1 d ^ ( 、 

A= ^r + ^^5> v(r . n) . 


(71.1) 


(从现在起，我们像在§67 — * 样，在所南域中略去指标 〆 ） . 
在右边的第二个求和中，我们可以写 

v(r - n) = Hr(n • r) + ^v(n - r) — ^r(n - v) 

= 2^ r ( n . r ) + 5 ( r x v ) x n . 

于是，我们求得 A 的表达式 




(71.2) 


式中， d 是这个体系的偶极矩，而 m = s + y^er x v 则是体系的磁矩.为了 

作更迸一步的变换，我们注意到，将与 n 成比例的任意矢量加到 A 上并不改 
变场，因为按照公式（66.3)， ff 和五并 不因此而改变.根据这个道理，我们 
可以将 （71.2) 换为 

A = i + ^£^ e [3 r ( nr ) - nr 2 l + i thxn - 

但是，在求和号后面的表达式正是矢量 n 和四极矩张量 D q 0 = ^ e (3 x a xp — 
Sa0T 2 ) 的积即/)。/?(参见 §41). 引人矢量£>，其分量为 D a = DapTlff »我们 
便得到矢势的最终表 达式： 


^ + 6 ^ D + ^ Xn - 


(71.3) 


知道了 A ， 利用一般公式 （66.3) ，我们现在就可以确定辐射场 if 和五 


1 ( 1 … . 1 

H = ■ - - < d x n + — xn + (m x n ) x n > , 

c^Rq I 6c J 


^{ {ci 


x n ) x n + —(D xn ) x n 4- n x m > . 


(71.4) 
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立体角 do 内的辐射强度 d/ 可以用通式 (66.6) 来决定.现在我们来计算 
总辐射，就是这个体系在单位时间内辐射到各个方向的能 M . 为此，我们按 
所有 n 的方向求 dJ 的平 均值； 总辐射 m 然就等于这个平均值乘以 4 JI . 在求 
磁场平方的平均值时，在//内的三项中，任意两项互乘都是零，因而只剩下 
每一项的方均值.经过简单的计算⑦就可得到下面的 J 的表 达式： 


3 ? 


180 c 5 


•• ， 

W + 


(71.5) 


W 此，总辐射包含三个独立 部分； 它们分别称为偶极辐射，四极辐射和磁偶 

极辐射. 

我们注意到，磁偶极辐射实际上在许多情况下是不存在的.例如，在一 
个体系中，假如所有运动粒子的荷质比都一样，磁偶极辐射就不存在（在这 
种情况下，偶极辐射也不存在，我们在§67中已经证明过了）.事实上，在这 
样的体系中，磁矩与角动量成正比（参见 §44), 因为角动量是守恒的，所以 
m = 0. 同理，磁偶极辐射对于任何只包含两个粒子的体系也是不存在的（参 
见§44的习题），但是，在这种情形下，我们得不到任何有关偶极辐射的结论. 



1. 带电粒子束被一些同它们完全一样的粒子所散射，求其总有效辐射. 
解：当 完全一样的粒子碰撞时，偶极辐射不存在（磁偶极辐射亦然），因 
此我们必须计算四极辐射.两个完全一样的粒子所构成的体系的四极矩张量 
(相对于其惯性中心）是 

D a 0 = | { Zx a Xf3 — r 2 S a0 ), 

式中 ， ar Q 是两个粒子之间的径矢 r 的分量.在对三重微分后，我们将“ 
对时间的第一、第二、第三阶导数用粒子的相对速度 v a 表示 如下： 

• .. m .. e 2 x a m … 2 v Q r - 3 x a v r 

x a = v Ql fix Q = — x Q = ~ 2 X(X ~ e --， 

①我们介绍一个便利方法来求一 个笮位 矢坫分 M 之积的平均值.因为张是对称的. 
它可以用单位张 tt 心 0 来表示.乂考虑到它的迹等于1,我们就可得到 

四个分蛟的积的平均值等于 

15 

右边是由单位张最构成的对所有指标对称的 4 阶 张错； 总的系数由两对指标缩并来决定，其结 
果应等于 1. 
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式中， w r = v • r / r 是速度的径向分量（第二个等式是电荷的运动方程，第三 
个可由微分第二个得之）.计算得出下面的强度的表 达式： 


180 c 5 


奉參響 

Dip 


2 e 6 


15 m 2 r 4 


W + iW ) 


( t ； 2 = 巧 + vj ) ; u 和 ~ 与 r 的关系是 


V 


2 


2 4 e 2 pv 0 

v o 一： TT ， ^ = 


mr 


r 


我们用对 dr 的积分代替对时间的积分，如在§70中的习题3 — 样，即写出 


dr dr 

at =—=― , — = 

v r 「 2 p 2 Vq 4 e 2 
\ v °~ ~ ~ ^ 

在对于 dp 和 dr 的重积分中，我们首先对 dp 积分，然后再对 dr 积分.计算 
结 果是： 

4 7 i e 4 Vn 

x = —- 

9 rric ° 

2. 求作用在一个辐射粒子体系上的力，该体系正在作稳定的有限运动. 

解： 要求的力 F 可以通过计算体系在单位时间内的动量损失获得，这个 
损失就是由体系辐射的电磁波所带走的动 量流： 

F a ^ f a a 0 df 0 = J a a 0 n 0 R ^ do ; 

积分对半径为办的大球进行.应力张量由 （33.3) 式给定，场五和 if 由 
(71.4) 给出.鉴于这些场是橫场，积分化为 


F=-^ ( 2H 2 nR ： ^do. 

8k J 

用本节第一个脚注中的公式对 n 的方向作平均（那里 n 的奇数分量的积为 
零）.结果 是：① 

1 f 1 . 2，4 1 

— — ^4 \ j^Docpdp + -(d x m) a > . 


①我们指出，这个力比洛伦兹摩擦力 （§75) 高 1/ c 级.后者对总反冲力没有贵 献：作 川在电 
中性体系的粒子上的力 （75.5) 之和为零. 
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§72在近处的辐射场 


偶极辐射的各公式是我们对于与辐射体系相距甚远之处的场求得的，所 


谓甚远之处，即到辐射体系的距离比波长（特别是比辐射体系的尺度）大很 
多.在这一节中我们仍如以前一样假设波氏比体系的尺度大很多，可是我们 
要研究的场到体系的距离同波长相比却不大，而是与之同数量级. 

矢势的公式 （67.4) 


A 


cRq 


d 


(72.1) 


仍然有效，因为在推导这个公式的时候，我们只用了瓜比辐射体系的尺度 


大很多这个事实.然而现在即使在小区域内场也不能当做平面波.因此，电场 
和磁场的公式 （67.5) 和 (67.6) 已经不能应用了，为了计算它们，就必须先求 

A 和 

利用加在两个势上的一般条件 (62.1) 


c at 



我们可以直接从矢势的表达式求出标势的公式.将 （72.1) 代入，并对时间积 
分，我们便得到 


ip = —div 


d 


瓦. 


(72.2) 


积分常数（是坐标的任意函数）在这里被略去了，因为我们只对势的变化部 
分感兴趣.我们记得，在公式 （72.2) 以及公式 （72.1) 中， d 的值必须是在 

= f 一 ~时刻的值①. 

现在已经不难计算电场和磁场了.从联系 H 和势的常用公式，我们 


得到 


^ 1 d 

JFf = — rot — , 
c Rq 

d 1 d 

£ = graddiv----. 

E 的表达式可以改写成另一形式，注意到 d v / R ^ 与形如 




①有时我们引入所谓赫兹矢敏，其定义为 



(72.3) 

(72.4) 


这时 


Z y yf = div Z. 
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的坐标和时间的任何函数一样，满足波动方程: 

1 d 2 d A d 

用矢量分析中熟知的公式 


rot rota = grad divo — Aa, 


我们便可求得 


E = rot rot 


d 


(72.5) 


用上面求得的结果可以决定在距离与波长同数量级之处的场.应当理解， 


在所有这些公式中都不允许将 l / Ro 从微分号内提出来，因为包含 l / Rl 的与 
包含 l / Ro 的项之比正好与 X / Rq 同数量级. 

最后，我们来写出场的傅里叶分量的公式.为了求我们用 if 和 d 
的单色分量和 d ^ e -'^ 分别代替 (72.3) 式中//和 d . 然而我们必须 
记着，在方程 （72.1) 到 （72.5) 中的右边的各量都是指 〆 时刻的值. 
因此我们必须用 


代转 d . 代入后，再除以我们便得到 


H ttJ = — ifcrot 


(‘安) 


ikduj x V 


e 


\ kR ( 


Ho 


或，进行微分， 


H 


—\kd lti x 


ik 


-Ah 


(72.6) 


式中 n 是沿凡的单位矢量. 
同样，从 （72.4) 可以 得到： 


k 


e 


\kRo 




+ d V)V 


e 


ikR 0 


， 


微分后得到 




(4)(n 


e ik/ \ (72.7) 


在远大于波长的距离处 (kRo » 1), 我们可以忽略公式 （72.7) 和 （72.6) 
中含1/埼和 1 / RS 的项，而达到处于“波区”的场， 


k 2 


= —n x (du ； x n)e ikR{) 


x ne ikRo 

尺 0 
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在距离远小于波长处 （ A :/? o 《1 ) ,我们忽略含1/办和 \/ Rl 的项并令« 1 ； 
于是得到 

Eu = -^3{3n(d u ,-n)- d^}, 

这相应于电偶极子的静场 (§40); 在这一近似下，磁场为零. 

习 题 


1. 求近距离处四极辐射和磁偶极辐射场的势. 

解： 为简单起见，假设偶极辐射完全不存在，于是我们有（参见§71中 
所进行的计算） 



J jt-R/c 


dV 




3 1 - Ho / c 

Rq 


dK 


这里积分号内的式子已经按照 r = Ro - R 的幂 展开； 与在§71中所作的不 
同，因子 i /凡 现在不能从微分号内提出来.我们将微分号提到积分号外，将 
公式改用张量符号 表示： 


4 


d 


/ 


工 fijct 


C OXff J Rq 


dV 


( X p 是径矢 Ho 的分量）.将积分变为对电荷求和，我们求得 


i 4 a 


1 d 


cdX 0 


Ro 


用与 §71 中同样的方法，将此式分为四极部分和磁偶极部分.相应的标势可 
由矢势计算出来，如在正文中所作的一样.结果，对于四极辐射，我们 得到： 

= —丄丄 心 = 1 d 2 D a0 

Q ~ 6dX a dX0^' 


对于磁偶极辐射，我们 得到： 


m n 

A = rot (/? = 0 

(方程右边所有的量，如平常一样，都是取 t f = t - Rq/c 时刻的值）. 

磁偶极福射的场强是： 

„ 1 m ” m 

E = rot —H = rot rot ——. 

c fio Rq 

与 （72.3) , (72.5) 比较，我们看出，在磁偶极子情形下 ，// 和五用 m 来表示 
的方式，与电偶极子情形下五和-//用 d 来表示的方式 一样. 
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四极辐射势的谱分 量是: 



d e ikI ^ 
dX & 




1 D (u) d 2 e ifc ^ 
6 dX a dX 0 ~ R ^ 


由于它们的复杂性，我们将不给出场的表达式. 

2. 求电荷体系通过电磁波的偶极辐射损失角动量的速率. 

解： 按照（32.9)，电磁场角动量流密度由四维张量:的空间 
分量给出.变到三维符号，我们引入分量为的三维角动量 矢量； 流 
密度由如下三维张量给出 


一 2 一 = — 0^yS » 

式中 a Q /3 三 - T ㈤ 是三维电磁场应力张量（按照常用的三维符号，我们将所 
有指标写成下标）.体系在单位时间内的总角动量损失，等于穿过半径瓜球 
面的福射场的角动量流： 


dAf( 

dt 




式中 df = R ^ do , n 是 /? o 方向的单位矢量•从 （33.3) 用张量 a n 01 我们 得到： 


dAf 


dt 


4 jc 


{(n x E)(n • E ) + (n x H)(n • H )} do . 


⑴ 


将这个式子应用于体系远距离处的辐射场，不过，绝不能只保留到〜 


\/ Ro 的项；在这个近似下 n . f ； = n./Z = 0,以至被积式 为零. 这些项（由 
(67.5) 和 （67.6) 给出）只有对于计算因子 nx 五和 nx/f 才是足 够的； 纵场 


分量 n •五和 n . if 来自〜 l //? g 的项（其结果是，（1)中的被积式变为〜1/棉, 
而距离 Ho 自然就不出现在答案中了）.在偶极近似中 A » a f 我们必须将含 


有附加因子〜 A //2 o 或 〜 ajRo 的项（相对于 （67.5) 和 (67.6)) 进行 区分； 只 
保留前者就 够了. 这些项可以从 （72.3) 和 （72.5) 获得； 精确到 \/ Ro 二阶的 
计算给 出①： 


E * n = 


2 


c 




w 

n • d , 


H • n = 0. 


( 2 ) 


将 （2) 和 (67.6) 代入 （1), 我们得到： 


dM 

"dT 


= -2^J^d)(n.d)do. 


最后将被积式写成的形式，并对 n 的方向作平均，我们 得到： 


dM 

di 



2 . •• 
一 ㉟ d d ， 


⑶ 


①仅当包含 a/Ro 的较 A 阶项时，才会得到非零的 n . H 值. 
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我们注意到，对于线性振子 （ d = d 0 cosa , 振幅 do 为实数 ），（3) 式为 
零： 在辐射中没有角动量损失. 

§73快速运动电荷的辐射 


现在我们来研究一个带电粒子，这个粒子运动的速度同光速比较起来并 
不算小. 

在求§67中的各公式时，我们假设了 因而这些公式不能直接应 

用到目前所考虑的情形.但是，我们可以把粒子放在它在一给定时刻静止的 
那个参考系中去研究.在这个参考系中，所提到的这些公式当然是有效的（应 
该注意这个事实，即这样的做法只有在单个运动粒子的情况下才有 可能； 对 
于包含许多粒子的体系，显然不存在所有粒子同时静止的参考系）. 

因此，在这个特定的参考系中，该粒子在时间出内辐射出去的能 M 是 

2p 2 a 

d ^= ^ (73.1) 

(按照公式 （67.9) )，式中的 u ; 是粒子在这个参考系内的加速度.在这个参考 
系中，辐射出去的总动 a 是零： 


dP = 0. 


(73.2) 


实际上，辐射掉的动量由辐射场中动 M 流密度对包围粒子的封闭曲面积分给 
出.但由于偶极辐射的对称性，在反方向带走的动 a 是大小相等方向相 反的; 
因而积分恒等于零. 

为了变换到任意参考系，我们将 （73.1) 和 （73.2) 改写为四维形式.容易 
看出，“辐射掉的四维动量” d 户必须写为 


dP l =- 


2 e 2 du k duk . t 2 e 2 du k duk •, 

- ax = - u as 

3 c ds ds 3 c ds ds 


(73.3) 


实际上，在粒子的静止参考系中，四维速度 V 的空间分量等于零，而且 


du k da 


k 


2 


ds d.s 


c 4 


W 而 d 户的空间分量变为零而时间分最给出方程 （73.1). 

一个粒子飞过电磁场期间辐射出去的总四维动量等于表达式 （73.3) 的 
积分，即 


AP* =- 


2e z 

"3 c 


du k du t 


ds ds 


dx 


(73.4) 


me 


du k 

ds 


e 


Fkiu 1 , 


利用运动方程 （23.4) 
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用电磁场张最来表示四维加速度 dW / ds ， 我们可将 （73.4) 式改写为另一形式. 
于是我们 得到： 4 

△户= 一5^ / ( Fkiu l )( F km u m ) dx \ (73.5) 

(73.4) 或 （73.5) 的时间分量是总辐射能 △€. 用表示为 三维懂 的式子来代替 
所有的四维量，我们便得到 




2 e ^ 

3 c 3 


w — 


(v X w ) 


(-S) 


df 


是粒子的加速度），或者，利用外电场和 磁场: 


(73.6) 




Idt , 


2 


2 e 4 


E+-vxH> 


? ) 2 


3771 2 (^ 




(73.7) 


对于总辐射动 tt 的表达式，不同之处在于被积式中有一个额外的因子 v . 

从公式 （73.7) 可以看出，对于与光速相近的速度，在单位时间内所辐 


射出的总能量基本上与 ( l -^/ c 2 )- 1 成比例，即与运动粒子的能量平方成正 


比.唯一的例外是在电场内沿着场方向的运动.在这种情形下，分母里的因子 


( l - v 2 / c 2 ) 与分子里的同样的因子相消，因而辐射与粒子的能量无关. 

最后，还有快速运动电荷所产生的辐射的角分布问题.为了解决这个问 


题，利用李纳-维谢尔的场公式 （63.8) 和 （63.9) 是比较方便的.在远处，我 
们只保留1/7?的最低阶的项（公式 (63.8) 中的第二项）.引人在辐射方向的 
单位矢量 n(H = ni ?), 我们得到公式 




H = rt x 


(73.8) 


等式右边的一切量都取推迟的时刻 t ，= t - Rlc 的值. 

辐射到立体角 do 内的强度是 dJ = | E 2 /? 2 d 0 . 展开五 2 ,我们便得到 


dl = 


4JIC 3 


2 (n - w)(v - w ) 




jdo . (73.9) 
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如果想要定出在电荷运动的全部时间内总辐射的角分布，那么我们必须 
将强度对时间积分.这时必须记着，被积式是的 函数； 因此我们必须写出 

dt = 盖 dt ' = (1 一 (73.10) 

(参见 （63.6)). 然后再直接 对出' 积分.这样，我们就得到立体角元 do 内的 
总辐射的表达式 



(73.11) 

如同我们从 （73.9) 看到的那样， 一 般情形下辐射的角分布是非常复杂 


的.在极端相对论情形 （1 - 《 1) 下，它具有特征性的形态，这与该表 

达式各项的分母中存在差值 l -(^ n / C ) 的高次幂有关.因此，在其中差值 
1 - (v - n / c ) 很小的一个狭窄角度范围内辐射强度很大.用 (9 记 n 和 v 之间的 
小角，我 们有： 


i 一二 eosM — E + gy 
c c 2 2 





这个差对于 _ 

(73.12) 

是很小的.因此一个极端相对论粒子主要沿着&己运动的方向发出辐射，其 
辐射集中在它的速度方向周围一个小角度范围 （73.12) 之内. 

我们也指出，对于粒子的任意速度和加速度，总是有两个方向辐射强度 
为零.这就是矢 fi n - ( v / c ) 与矢域平行的方向，在这些方向上场 （73.8) 
变为零（参见本节习题 2). 

最后，我们给岀较简单的公式.在两种特殊情形下 ，（73.9) 可以化为 

它们. 

如果粒子的速度和加速度平行， 


u e w x n 

- ^ n v )3’ 

强度是 

dl = ^ ^ ^ 9 - 6 do . (73.13) 

Uc 叫 6 
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它自然是围绕 v 和的共同方向对称的，并且在沿速度的方向 ( 6 = 0 ) 和反 
方向 = 变为零.在极端相对论情形下，强度作为沒的函数在 （73.12) 的 
范围内有两个尖锐的极大值，对0 = 0锐降到零. 

如果速度和加速度彼此垂直，我们从 （73.9) 得到： 


d / = 


e 2 w 2 

4JIC 3 



(- 5 ) 


sin 2 6 cos 2 ip 



do , 


(73.14) 


式中 <9 仍是 n 和 v 之间的夹角，而 p 是矢量 n 相对于 t ; 和 ti ； 所穿过平面的 
方位角.这个强度只对于 v 和 w 的平面是对称的，沿这个平面中的两个方向 
为零，该方向与速度成角 0 = arccos ( i ;/ c ). 


习 



1. 求一个带电荷 ei 的相对论粒子发出的总辐射，它以碰撞参量 p 穿过 
固定中心的库仑场（场的势为 (p = e 2/ r ). 

解： 当经过场时，相对论粒子几乎不偏转.①因此我们可以将 （73.7) 式 
中的速度 V 当做常数，所以粒子位置处的场是 


e 2 r 〜 e 2 r 
r 3 〜 （ p 2 + u 2 * 2 )^ 2 ， 

式中 a : = vf ， y = f > .将 （ 73.7) 对时间积分，我们得到： 

A, = ne i e 2 4 ° 2 ~ y2 
12 m 2 c 3 p 3 v c 2 — v 2 


2. 求一个运动粒子辐射强度为零的方向. 

解： 从几何结构我们看出（图 15), 要求的方向 n 处在通过 v 和 w 的平 
面内，且与 ti ； 的方向成角 X , 


sinx = 一 sin a ， 
c 


式中 a 是 v 和的夹角. 

3. 求一个在圆偏振平面电磁波的场中进行稳定运动的粒子发出的辐射 

强度. 

解： 按照 §48 习题 3 的结果，该粒子在圆上运动，且其速度在每一时刻 


平行于 if 垂直于五.它的动能是 


me 


y/l — V 2 /C 2 


VV 2 + rn 2 c 2 = cry 


①对于 v 〜 c , 仅 51 彳碰撞参 M p 〜 e 2 / mc 2 时，较大角的偏转才能 发生. 一般来说这是不能 
作经典处理的. 
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图15 


(式中我们用了所引习题的符号）.从 (73.7) 式我们得到辐射强度 


2 e 4 


2e 4 ES 


eE 0 


Sm 2 ^ 1 — v 2 / c 2 3 m 2 c ^ 



4. 在线偏振波的场中求解同样的问题. 

解： 按照 §48 习题 2 的结果，运动发生在/平面内，穿过波的传播方向 
U 轴）和五的方向 （y 轴）； 磁场 H 沿 2 方向（且有= 仏 ） •从 （73.7) 我 
们 得到： 

2e 4 E 2 (1 - v x /c) 2 
3m 2 (^ 1 — v 2 /c 1 

使用所引习题的参数表示，对运动周期作平均，得到结果 

3m 2 c^ 8 \ mcuj ) 


§74同步辐射（磁轫致辐射) 


我们来详细地研究一个以任意速度在均匀恒定磁场内沿圆周运动的电荷 
的辐射.这样的辐射称为磁轫致辐射.轨道的半径 r 和运动的循环频率 a ；// 
可通过磁场强度//及粒子速度来表示，其公式（参见 §21) 为 



沿着所有方向的总辐射强度可以直接从 （73.7) 求得，不过必须使 E = 



0, /f 丄 v : 
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2e 4 H 2 v 2 


3 m 2 c 5 


卜5). 


(74.2) 


我们看出，总强度与粒子的动量平方成正比. 

如果我们对辐射的角分布有兴趣，那么，我们必须应用公式 （73.11) .在 
一个运动周期内的平均强度是我们感兴趣的域.为此，我们将 (73.11) 式在粒 
子作圆周运动的周期内积分，所得结果再用周期 T = 2h/ujh 除之. 

我们选择轨道平面作为: ry 平面（原点取在圆心），而使％平面经过辐 
射方向 n (阁 16). 磁场沿着负2轴（图16中粒子运动的方向相应于正电荷 
e ), 此外，以0表示辐射方向 fc 和？/轴的夹角，而 p = <表示粒子的径矢 

和 : r 轴的夹角.那么， fc 与粒子速度 v 的夹角余弦等于 cos 6 cos ^ (矢量 v 在 
叩平面内，而且在每一时刻都垂直于粒子的径矢）.我们借助运动方程（参 
见 （21.1)) 用场 if 和粒子速度 v 来表示加速度切： 






H. 


经过简单计算后，我们 得到: 


57 = do 


e A H 2 v 2 

Sn 2 m 2 c^ 



(1 — sin 2 0 4-^-— cos0 cos p) 


2 


1 - COS 


0 cos 


5 


dip (74.3) 


(对时间的积分已化为对 0^ = 0；//^ 的积分）.积分过程虽然较长，但只涉及 


基础运算.结果得到下面的 公式: 


dl = 


do 


1 1 - i) 

8ji 2 m 2 c 5 



(74.4) 


61 = 0 ( 在轨道平面内）时的辐射强度与 (9 = ji /2 (与轨道平面垂直）时 
的辐射强度之比等于 




4 + 3 


c 2 


( 


-S) 


5/2 


(74.5) 


当 1； — 0时，这个比值趋近于1/2,但是对于与光速接近的速度，它就变为很 
大了. 
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下面，我们来研究辐射的谱分布.既然电荷的运动是周期性的，那么我 
们实际上就是在处理傅里叶级数的展开式.从矢势出发来计算是便利的.对 
于矢势的傅里叶分量，我们有公式（参见 （66.12)) 

e ikRo 
cRoT 

式中积分沿着粒子的轨道（圆周）进行.对于粒子的坐标，我们有 ：r = 
rcosujHt.y = rsinu ；//<. 选择角 p = u ；// 〖作为积分变量.注意到 


手 exp { i ( a；//nt — k - r )} dr , 


k • r = kr cos 6 sin ^ 


nv 


c 


cos (9 sin p 


{k = tiojh/c = nv / cr ), 我们便得到矢势 x 分量的傅里叶分量 




^ ^ \kRo 


2 n 


2 ticRq 


exp 


0 


iri ^ — cosO sin ^ j sin < pd ^ p . 


在 §70 中，我们已经遇到过这样的积分.它可以用贝塞尔函数的导数来表示 


A 


xn 


\ev 

cRo 


e lkR {} . y n cos 沒 


(74.6) 


可用同样的方法 计算： 


A 


e 


cos 9 


e ^j n (!^cos^ 


(74.7) 


沿 z 轴的分量显然总是为零. 

按§66的各公式，对于频率为^ = 710；//并在立体角元 do 内的辐射强度， 
我们有 

d/ n = ^\H n \ 2 R 2 0 do= ^\kx A n \ 2 I^do. 

ZTC ZJl 


注意到 
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\A x k \ 2 = A ^ k 2 4- Ayt ^ sin 2 6 y 

% 

并将 （74.6) 和 (74.7) 代入，我们便得到下面的辐射强度公式 （ G . A . Schott , 
1912)： 


din 


n 2 e 4 H 2 

2jic 3 m 2 


-S) 


/nv 


,2 


tan z 6 - M cos 沒) + ^ J n 2 cos 6^ 


do . (74.8) 


为了求频率为0； = 7^//的辐射沿一切方向的总强度，这个式子必须对 
全部角度积分.然而，这个积分不能以有限形式进行.作一系列利用贝塞尔函 
数理论中某些关系的变换，所要求的积分可以写成下面的 形式： 


In = 


2 e A H 2 

m 2 c 2 v 


0-S) 


( 孕) -n 2 (賴 


(74.9) 

现在我们更加详细地研究极端相对论情形，即当粒子运动速度接近光速 
时辐射的谱分布. 

在 （74.2) 的分子中令 v = c ， 我们发现在极端相对论情形下，磁轫致辐 


射总强度同粒子能 M €的平方成 正比: 


2 e 4 H 2 
3 m 2 c 3 



(74.10) 


辐射的角分布是卨度各向异性的.辐射主要集中在轨道平面内.很容易求 

出包含辐射之主要部分的角区间的 “宽度 从条件 l -^ cos 2 0 〜 l - g , 
写出 （9 = jt /2 土 Al 9, sin 6>名1一（八(9) 2 /2.显然有 

(74.11) 

(这个结果当然与我们在前节得到的瞬时强度角分布一致，参见 （73.12)©). 

以后可以知道，在极端相对论情形下，辐射中起主要作用的是具有大 
n 的频率 （ Arzimovich , Pomeranchuk ， 1945). 因此， 我们可以应用渐近公式 
(70.9), 从而 得到： 

hn (2 n 0 « (74.12) 


①不过，读者不要将本节中的角0同§73中 n 和 V 之间的夹角0混淆起来. 
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代人 （74.9) ,我们便得到对于大 n 值的辐射谱分布公式 ® : 

= [-* ,(u) - 1 厂 *( u H - ( 74 - 13 ) 

… 2/3 ( 竽)' 

当 W — 0时，方括号内的函数趋近于常数极限轳(0) = -0.4587...@.因 
此，当 w 《1时，我们有 

当1时，我们可以用艾里函数的渐近式（见§59习题中的脚注）从 
而 得到： 


e 4 // 2 n l/2 

2\/ nm 2 (? 


me 


2 \ 5/2 


me 


2\3 


exp 


n 》 


me 


(74.15) 


就是说，当 n 很大时，强度按指数规律下降. 

因此，谱分布对于 

^ \ 3 
me 2 / 

有极大值，而辐射的主要部分集中在频率区间 

^(-4) 

me \mc z J 




(74.16) 


因为 o ; 的这些值与相邻频率的距离 a ；// 相比很大，那么我们可以说频谱有 
“似连续”的特征，它由很多相距很近的谱线所组成.因而我们可以引入按连 
续频率序列0； = 710；//的分布来替换分布函数心，记 


d •/ 1 _ lyi 


da; 


①代人时，积分限 （ n 2 / 3 ) 在要求的精度内 n 了以换为无 穷大； 只要可能也可以令 v = c •即 
使接近1的€值在积分 （74.9) 中是 t 要的，仍然容许使用公式 （74.12), 因为该积分在下限迅速 
收敛. 

③从艾里函数的定义 得到： 


伞’⑼ = 一 W 


, sin ^ 

3 


v/S-3 1 / 3 J 0 


1/3 - 


sin xdx 


3 1/6 r (2/3) 
2^~• 
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利用麦克唐纳函数来表示这个分布对于数值计算是便利的 .® 在作 
一些简单变换后 ，（74.13) 式可以写为 


d/ = 


」 \/3e 3 i/ 

do ； - r- 

2 ji me 2 


F 







式中我们用了符号 



3 eH 

2 mc 



图 17 显示了闲数 F (0 的阁. 


(74.17) 


(74.18) 



阁 17 


最后来谈谈粒子不是在平面内，而是沿螺旋轨道运动的情形，就是说，（沿 


着场）有纵向速度 V || = v cos x (这里 X 是 H 和 v 之间的角）.转动频率由同 


-公式 （74.1) 给出，但现在矢量 v 的运动不是在圆周上，而是在轴的方向沿 


//，顶角为 2 X 的锥面上.辐射的总强度（定义为粒子每秒损失的总能 M ) 与 
(74.2) 不同，那里的//现在要换成// 丄 = Hsm \- 

在极端相对论情形下，辐射集中于“速度锥”母线附近的方向.辐射的谱 
分布和总强度（与上面同义）从 （74.17) 和 （74.10) 通过替换孖 — //丄得到. 
如果我们谈的是一个静止观察者在这些方向看到的强度，那么我们必须引入 
一个附加因子来计及辐射体（在圆周上运动的粒子）所作的趋近或远离运动. 
这个因子由比值 dt / dt bs 给出，这里 dt oba 是由源在间隔出内发出的信号到 
达观察者之间的时间间隔.显然有 


d 亡 obs : = d M 1 - T v ll cosi ?) ， 


①艾里函数同函数 K 1/3 之间的关系由§59习题脚注中的 （4) 式给出.人们在进一步变换中 
使用递推关系 


2 i / 


K u ^(x)^ K^ x (x) =—— K u (x), 2K f Jx) = 一一 K^i(x), 


式中= K ^ x ). 特别是，容易证明 


^ {t) = ~^ Kv 3 { l t3n )' 
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式中0是 fc 和 H 方向之间的臾角（后者取做速度的正方向）.在极端相 
对论情形下，当 fc 的方向接近 V 的方向时，我们有所以 


dt 

d^obs 



^Icosx 

c 


% 


sin 2 x 


(74.19) 


习 题 


1. 一个粒子在均匀恒定磁场内作圆周运动，求能量随时间变化的规律， 
和能量的辐射损失. 

解： 按照（74.2)，对于在单位时间内的能量损失，我 们有： 




2 e 4 H 2 

3 m 4 c 7 


(#2 一 m 2 c 4 ) 


(# 是粒子的能量）.由此 可得: 


me 2 


= coth 


( 2 e 4 ff 2 
\ 3 m 3 c 5 


t + const 



随着 i 增加，能量单调减小，当 < — oo 时，漸近地趋近于极限# = me 2 (粒 
子完全停止）. 

2. 一个粒子以远小于光速的速度在圆周上运动，求大 n 值辐射之谱分 
布的渐近公式. 

解 ：利用 贝塞尔函数理论中著名的渐近公式， 


1 ^ 

Jn (^ g ) = — - 0 - T - - CXp ( \/l — g 2 ) ， 

\/2 jm(l — e 2 ) 1 / 4 LI + Vl — £ 2 J 

它适用于条件 n ( l - e 2 ) 3 / 2 》 l . 利用这个公式，我们从 (74.9) 求得 

二 e 4 H 2 VE ( v 2 \ 5/4 

71 2 >/ iim 2 c i \ c 2 / 



这个公式对于 n(l — v 2 /^) 3 ^ 2 » 1是可以应用的；如果，此外，1 一 V / c 2 也很 
小，那么，所得的公式化为 （74.15) • 

3. 求磁初致福射的偏振. 

解： 电场从矢势 A n (74.6), (74.7) 按照如下公式 计算： 


E n = y(k x A n ) x k = — yk(k - A n ) -f \ kA n . 
k k 


令 ei ， e 2 为垂直于 fc 的平面内的单位矢量，这里 ei 平行于: r 轴， e 2 在 J /2 平 
面内（它们的分量是 e 〗 = ( l，0,0)，e 2 = ( O ， sin0, — cos 0) ;矢量 ei ， e2 和 fc 组成 
右手系.那么电场 将是： 


E n = \ kA xn e \ + ifcsin 0 i 4 ?/ ri e 2, 
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或者，略去不重要的共同 因子： 


E n 〜 - Jj , cos 6^ e \ 4- tan 0 J n cos ^^ ie2 . 


这个波是椭圆偏振的（参见 §48). 

在极端相对论情形下，对于大 n 和小角 <9,函数和 < 用尺 1/3 和 / C 2/3 
表示，这里我们在自变量中令 


结果 得到： 


E n = ei 7 pK 2 /3 (^ 3 ) + ie 2 9 K l/3 (^ 3 ) , ^ = y \ +胪. 

对于 <9 = 0,椭圆偏振退化为沿 e : 的线 偏振. 对于大 <9(问 ^ mc 2 / 必 n 6> 3 》 1), 
我们有 K l /3 { x ) « K 2/3 ( x ) % 且偏振趋向于变为圆 偏振： 〜 

e , 土 ie 2; 然而辐射强度也按指数变得很小.在中间角度范围，椭圆的短轴沿 
e 2 , 长轴沿 € l . 转动方向依赖于角 （9 的正负号（如果 H 和 fc 的方向分别处于 
轨道平面相对两侧，0 > 0,如图16所示）. 

§75辐射阻尼 


在§65中已经指出，通过将电荷体系的场的势展为 u / c 的幂级数所得到 
的拉格朗日量的二级近似式，可以完全描述电荷的运动（在该级近似中）.现 
在我们将场展幵到更高次的项，并研究这些项所产生的效应. 

在标势 

^= y ^Pt-R/Ay 

的展开式中的 l / c 的三次方的项是 

，) = -忐£/护， （751) 

按照 （65.3) 之后的推导的同样理由，在展开矢势时，我们只需取 l / c 的二次 
方的项，就是 

a (2)= 4!/，. （ 752) 

我们将这些势作下列 变换： 

. Idf a # 

^ ={p -~cTr A + 
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并这样来选择函数/，使标势 V ? (3) 为零.为此，显然必须有 

f = ~^wf R2pdV - 

这时，新的矢势等于 

A{ 2 ) --hiS jdy -hw v l R2pdv - 

S t J jdV -Hj 琴. 


将积分变为对各电荷的求和，则右边第一项变为在右边第 
二项中，我们写出 H = / lo - r , 此处的 ilo 和 r 的意义和平常一样（见 §66); 
这时 ， R = —r = — v ,而第二项则取 ev 的形式.因此， 


A '( 2 ) = 

2 ▽ • 
3C 2 !>. 

(75.3) 

与这个势相应的磁场为零 （// 

= rot A ’( 2 ) = 

0), 因为 A ' ⑺并不显含坐 

标.电场五 =—i ⑺ /c 等于 

2… 

= 3， 


E - 

(75.4) 

式中 d 是电荷体系的偶极矩. 




因此，场展幵式的三次方的各项导致作用于电荷上的某些附加力，在拉 
格朗日量 (65.7) 中是不包含这些 力的； 这些力和电荷加速度的时间导数有关. 

让我们考虑一个作稳定运动①的电荷体系，并且计算场 （75.4) 在单位时 
间内所做之功的平均值.作用于每个电荷 e 上的力是 / = e 五，就是 



(75.5) 


这个力在单位时间内所做的功是/•!；，所以在所有电荷上所做的总功就等于 
对所有电荷的叠加； 


2 


v 


3 c 3 




2 


ev 


3 c 3 


■ 

d d 


2d" 2 •• o 


在对时间求平均值时，第一项等于零，因此功的平均值等于 





2 


3 c 3 


• • 

d 2 . 


(75.6) 


①更准确地说.是这样一种运动.尽管在略去辐射的情况下，它会是稳定的，但却在不断 

减慢. 
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但是，右边的式子，如将正负号倒过来，恰恰是这个电荷体系在单位时间内 
辐射出去的平均能量（参见 （67.8)). 因此，在三级近似中出现的力 （75.5) 
描写辐射对电荷的反作用.这些力称为辐射 阻尼， 或称为洛 伦兹摩擦力. 

与辐射的电荷体系损失能量的同时，也出现了角动量的一些损失.单位时 
间内角动量的减少， dM /出， 利用阻尼力的表达式很容易算出.取角动 -M = 

r xp 对时间的导数，则得 A!f = ^ r xp , 因为^ r xp = ^ m(v xv ) = 0. 

用作用于粒子上的摩擦力 （75.5) 来代替粒子动量的时间导数，我们得到 


M 




2 


3 c 3 


E 


er x d 


2 


3 c 3 


d x d . 


正如以前我们感兴趣的是能量损失的时间平均值一样，我们所感兴趣的是稳 
定运动角动量损失的时间平均值.写出 


••• d •• • •« 

d x d = — (^ x d ) — d x d } 
dt 


而且注意到在求平均值时，对时间的导数（第一项）为零，则最后我们求得 
辐射体系的角动量的平均损失如下 ® : 


dM 

~dT = 


2 


-3? dxd - 


单独的一个电荷在外场中运动时也发生辐射阻尼.它等于 


(75.7) 


/ = (75.8) 

对于单独的一个电荷，我们总可以选择这样一个参考系，在其中，这个 
电荷在给定时刻静止在坐标的原点.如果在这个参考系中我们计算出电荷产 
生的场展开式中的高次项，那么就会发现这些高次项有下述特性.当从电荷 
到观察点的 径矢丑 趋近于零时，所有这些项都变为零.因此在单独一个电荷 
的情形里，公式 （75.8) 在某种意义上，是电荷在其静止参考系中辐射反作用 
的准确公式. 

然而我们必须记着，利用阻尼力来描写电荷“对自己”的作用，一般说 
来是不能令人满意的，而且包含着矛盾.在没有外场存在时，仅有力 （75.8) 
作用于电荷上，电荷的运动方程为 


. 2e 2 .. 

mV= 

这个方程，除了平凡解 v = const 外.还有另外一个解，其中加速度与 
exp (3 mc 3 i /2 e 2 ) 成正比，即随时间无限制地增加.这就意味着，例如，一个电 


①与§72习题2中得到的结果（3> —致. 
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荷在经过任何场并从该场出射时，应该无限制地“自我加速”.这种荒谬的结 
果表明了公式 （75.8) 的应用的局限性. 

我们可以提出这个问题，既然电动力学满足能量守恒定律，如何能够导 
出这样荒谬的结论，即一个自由电荷无限制地增加它的能 M 呢？实际上这个 
闲难植根于前面 （§37) 所提到的关于基本粒子有无限大的电磁“间有质量” 
之内.当我们在运动方程内写出电荷的有限质域时，我们在实质上已经形式 
地给电荷以负无限大的，而乂是非电磁根源的“间有质铽”，这个质 W 同电磁 
质 M 结合在一起，组成为粒子的有限质 M . 但是，因为从一个无限大减去另 
一个无限大不是一个完全止确的数学运 1 T ， 这就导致一系列的额 外闲难 ，上 
面所提的就是这些闲难之一. 

在一个电荷在其中速度甚小的坐标系中，包含辐射阻尼的运动方程有如 
下的 形式： 


mv = 


„ e „ 2 e 2 •• 

eE ^ -v x H + v. 


(75.9) 


按照前面的讨论，这个方程只能应用到阻尼力比外场作用于电荷上的力小很 
多的范围内. 


为了明白这个条件的物理意义，我们作如下讨论.电荷在给定时刻静止 
的那个参考系中，速度对时间的二次导数，当略去阻尼力时，等于 


v — — E H - v x H. 

m me 

在第二项中我们将心 = 代入（精确到同样的最级）则得到 

e e 2 

v = —E^—^E x H. 
m m l c 

与此相应，阻尼力包含 两项： 



2 e 3 - 


2 e 4 
3 m 2 c 4 


Ex H. 


(75.10) 


3 

如果 u ； 是运动的频率，那么，左就与 u ； 五成正比， W 此，第一项与同 

mey 

数 量级； 第二项与 -4- jEH 同数坫级.由此可见，从阻尼力比外场加在电荷 

m l (r 

上的力 6 £小很多的条件，首先得到 



me 3 


u ； 《1 


? 


或者，引入波长 A 〜 c / lj ： 


A » 


me 2 


(75.11) 
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闶此，辐射阻尼的公式 （75.8) 仅仅当落在电荷上的辐射的波氏比电荷的 
“半径” e 2 / mc 2 大很多时方能应用.我们乂一次看到，与 e 2 / mr 2 同数 M 级的 
距离是电动力学导致内在矛盾的界限（参阽 §37). 

其次，将阻尼力的第二项与力 eE 相比较，我们便得到下面的 条件： 

H 《―^- (75.12) 

(或 cjuju 》 e 2 /mc 2 ,其中 a ；// = eH/mc). 闽此，场本身也必须不太大.与 
rn 2 c 4 / e 3 同量级的场也是经典电动力学导致内在矛盾的界限.这里我们还必须 
记着，实际上，因为最子效应，电动力学对于相当小的场就已经不适用了 
为了避免误解，我们提醒读者， （75.11) 中的波长和 (75.12) 中的场值是 
针对给定时刻粒子的静止系而言的. 

习 题 


两个相吸引的粒子作椭圆运动（运动的速度比光速小很多），由于辐射 
而损失了能量.求相互“降落”的时间. 

解： 假设一周中的相对能量损失很小，我们可以让能量的时间导数等于 
辐射的平均强度（见§70的习题 1): 


剩 = (2|刿 ) 3 / V / 2 a 3 2|寧 

cU 3 c 2 A / 5 \mi m2 ) \ pa 2 J ’ 

式中 a = | ei e 2 |. 粒子在损失能量的同时也损失角动量.单位时间内的角动量 
损失由 (75.7) 给出； 将 d 的表达式 （70.1) 代入，并且注意到 fir = - ar / r 3 ^ 
M = ^ir x v 9 我们便可求得： 

dAf _ 2 q / e\ e 2 \ 2 Af 
dt 3 c 3 \mi m2 ) r 3 

我们将这个式子在运动周期内平均；由于 M 的改变缓慢，右边只要对 r _ 3 
平均就够了.这个平均值的计算像在§70的习题1中求 r — 4 的平均值一样.结 
果我们求得单位时间内角动量的平均损失 如下： 


dM _ 2a(2"|#j) 3 / 2 一 e^\ 2 

dt 3 c 3 A / 2 \mi m2 / 


( 2 ) 


(像 （1) 式一样，我们略去了平均的符号）•用 （2) 来除 （1), 我们得到微分 

万考玉 d |£| = L _ 2 1寧 2 、 

dM 2Af 3 \ /xa 2 / ^ 

①对应于与 m 2 c 3 /he 同 M 级的场，即〜 me 2 . 这个极限比 （75.12) 设置的极限小 
hefe 2 = 137 这些距离同 Ho 的比值摄级为 hc / e 2 ^ 137. 
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将上式积分， 得到： 


1^1 = 


/iQ 2 

2M2 




(3) 


积分常数是这样选择的，使得当 A / = Afo 时，€ =怂，此处的 A / o 和怂是粒 
子的初角动量和初能量. 

粒子相互“降落”与 M — 0相对应.从 （3) 可以看出，这时 ，— 一 oo . 
我们指出，乘积 \^\ M 2 趋近于 / xa 2 /2, 并且从公式 （70.3) 可以看出偏心 
率 e — 0,即是说，当粒子互相接近时，轨道趋近于圓.将 （3) 代入 （2), 我们 
就决定了表示为 M 的函教的导数 dt / dM . 此后对 dA / 求积分，积分限是 M ) 
和0,就直接得到“降落”的 时间： 


亡 fall 


C 3 Mq 


f 61 


v/2|^ 0 |m 3 \ m i 


e 2 

m2 


( V ^+ — 0 2 _ - 2 . 


§76 相对论情形下的辐射阻尼 


我们现在来推导辐射阻尼在相对论中的表达式（对于一个单独的电荷）, 
这个表达式也适用于速度与光速相近的运动.这个力现在是四维矢最#，它 
应当加在电荷的运动方程内，该方程写为四维形 式是： 


me 


du % 

ds 


r - F lk u k ^ g \ 


(76.1) 


为了求出我们注意到当 i；《c 时，它的三个空间分量应当过渡为矢 


^ f/c (75.8) 的 分量. 很容易看出，四维矢量 


2 e 2 d 2 u l 


有这个特性.但是它 


3c ds2 

不满足对任意四维力矢 M 的分 M 都成立的恒等式= o . 为了满足这个条 

件，我们必须在上面的式子中加某一个辅助四维矢量，这个辅助四维矢量由 

四维 速度& 及其导数组成.这个矢链的三个空间分量在 v = o 的极限情形下 

2e 2 d 2 u l 


变为零，但不改变已经由表达式 


所决定的/的正确值.四维矢量 d 


3c ds? 

就有这个特性，因而所求的辅助项有 aV 的形式.标量 a 必须如此选择，使 
附加关系式= 0能被满足.结果我们 得到： 

•• 2e 2 


g 


3 c V ds 2 


dV _ ( w V) d2ufc 


ds 2 


(76.2) 


按照运动方程，用作用于粒子上的外电磁场的场张 M 直接表示 d 2 uVds 2 , 
这个公式可以写成另一 形式： 


dix 1 


ds me 2 


F lk u k , 


d ，2 u l 

ds 2 


e 


me 


dF ik 

dx l 


UkU 1 + ^^F tk F k iu l . 
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在作代换时，我们必须记着，对指标 i , A ： 反对称的张量与对称张 
之积恒等 于零. 所以， 


o p 3 Op 4 2 p 4 

尽、 + (76 . 3) 

当电荷经过一给定场时，其运动的世界线上的四维力#的积分，应当与从电 
荷辐射的总四维动# AP i 相合（有相反的正负号），这类似于在非相对论的 
情形中力/所做功的平均值与偶极辐射强度相合（参见 （75.6) 式）.容易检 
验，实际上确是如此.在 （76.2) 式中第一项在进行积分时为零，因为在无穷 
远处，粒子没有加速度，即 d^/ds = 0. 对第二项进行分部积分 得到： 



2 e 2 

~3 c 



d 2 u 


k 


ds 2 


ds =— 


2 e 2 

"3 c 



duk du k 
ds ds 





它与 （73.4) 式完全吻合. 

如果粒子的速度趋近于光速，那么，在四 维矢發 (76.3) 空间分敏的三项 
中，包含有四维速度分量的二:重积的第三项增加得最快.因此，只保留 （76.3) 
的这些项，并利用四维矢量的空间分量和5维力/分母之间的关系（9.18)， 
对于后者我们得到 

/= 3^4 (Ffc/ ^ )(FfcT7，Urn)n， 

式中 n 是 V 方向的单位矢量.因而，在这种情形下，力/同粒子速度的方向 
相反； 选择后者为: T 轴，将上式中的四维 M 以具体表达式代入，我们 得到： 



2 e 4 ( E y - H z ) 2 + { E z ^ H y ) 2 

3771 2 0* 1 — V 1 /(? 


(76.4) 


(这里，除分母以外，我们已处处令 u = c ). 由此可见，对于一个极端相对论 
的粒子，辐射阻尼与它的 能最的 平方成正比. 

我们来注意下面的重要情况.在前面已经指出，我们所得到的辐射阻 
尼的表达式仅仅可以应用于比 rn 2 c 4 / e 3 小很多（在粒子的静止参考系尺 0 中） 
的场.设 F 为粒子以速度 I ；运动的参考系 K 中外场的数量级.这时，在 
系中，场的数量级是 F / y /1- vyc 2 (参见§24中的变换公式）.因此 F 应当 
满足条件 

e 3 F . _ _< 


m 2 c^ 

同时，阻尼力 （76.4) 与外力 (- eF ) 之比的数 M 级是 




1 - 






e 3 F 

m2c4 i 1 - i) 
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而且可以看出，条件 （76.5) 的满足并不妨碍阻尼力（对于能 M 足够高的粒子） 
比电磁场中作用在粒子上的通常洛伦兹力大很多①.因此，对于一个极端相 
对论的粒子，我们可能有这种 情形： 辐射阻尼是作用于其上的主要的力. 

在这种情况下，粒子在每单位行程中所损失的动能可以认为仅仅是等于 
阻尼力心；注意到阻尼力与粒子能量的平方成正比，我们可以写出 


d^kin 

dx 


= A:(x)^ n , 


式中， A :( x ) 是比例系数，与坐标 o : 冇关，并 R 按照 （76.4) 式用场的横向分 M 
来表示.将这个微分方程枳分，我们得到 



式中，為代表粒子的初能量（当 x — - oo 时的能量）.就特例言之，粒子的终 
能量釣（在粒子经过场以后的能量），决定于公式 

1 1 f + °° 

7 = 7 + / ^{x)dx. 

么 1 ^0 J 一 oc 

由此可见当说 — DO 时，终能 M 约趋近于一个常数极限，而与怂无关 （ I . 
Pomerancliuk ，1939 ) .换句话说，在经过场以后，粒子的能量不4能超过等式 

k(x)dx 

所定义的能量武 ^ k ( x ) 的式子代入，此式可变为 

1 9 / p 2 \ 2 

瓦 = 5^? ㈤ /_阪-⑹ 2 + ( 尽+仏) 2 （ 76 . 6) 



习 



1. 求粒子经过磁偶极子 m 的场之后的极限能量；矢量 m 与运动方向在 
同一平面内. 

解：我们选定经过矢量 m 和运动方向的平面为 X 2 平面，粒子在这个平 
面内平行于: r 轴运动，但与 ： r 轴相距为 p . 对于磁偶极子的场的横向分量（参 
见 (44.4) 式），我 们有： 


H v = 0 7 


H z 


(3 m • r)z — 


2 


厂5 


(P 2 + X 2 ) 5 / 2 


{3( pcos <^ + xsin ip)p — ( p 2 - f - a : 2 ) cosy ?} 


①我们应 3 强调指出，这一结果绝不与¥先对四维力 gt 的相对论表达式的推导矛盾，在那 
里假设它同四维力 ( e / c ) F ik u k 相比是“很小”的.一个矢域的分童同另一个矢量的分量相比很 
小这个要求，只要在一个参考系中得到满足就足 够了； 按照相对论不变性的精神，基于这样假 
设得到的四维公式，在任何其他参考系中也是成立的. 
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式中， p 是 m 与2轴间的 夹角. 以之代入 （76.6), 进行积分，我们便得到 

1 m 2 jc ( e 2 • f ^ \ 

^ = 64^ v(^j (15 + 26 c OS 外 

2. 写出在相对论情形中的阻尼力的三维表达式. 

解： 计算四维矢量 （76.3) 的空间分量，我们得到 



2e 4 
3 m 2 c 4 


Ex H + -H x(H xv) + 一 E(v.E) 


}- 



§77 在极端相对论情形下辐射的谱分解 

早先（在 §73 中）已经证明，极端相对论粒子的辐射主要沿着粒子速度 
的方向朝向 前方： 几乎完全被包含在 v 的方向附近很小一个角度范围 

△汐〜 

之内. • 

在求辐射的谱分解时，角间隔的大小与粒子经过外电磁场时的偏转 
角 a 的关系是至关重要的. 

a 角可以计算如下.粒子动量的横向（与运动方向相垂直）变化的数量 
级，与横向力 e _ F ①和经过场的时间 i 〜 a / v » a / c 的乘积 的数敁 级相同（此处 
的 a 是使场显著地有别于零的距离）. 

这个量与动量 


mv me 



之比决定小角 a 的数 量级： 

Of 〜 

①如果我们选定轴沿养粒子的运动方向，那么， （ eF )' 2 是洛伦兹 力 eE + ev/c x //的 2 /分 
M 与 z 分 M 的平方之和，在此，我们可以令 

F 2 = (B v — H z ) 2 + (E^ + H y ) 2 . 







• 238 • 


第九章电磁波的辐射 


用除之，我们 得到: 


q eFa 


AO me 2 


(77.1) 


我们要注意这个事实，即这个比值与粒子的速度无关，而完全为外场本身所 
决定. 


我们先假设 


eFa » mc 2 , 


(77.2) 


就是说，粒子的总偏转角比大很多.这时，我们就可以说，在一指定方向 
的辐射主要在与运动方向几乎平行的那一部分轨道上发生（这一部分轨道与 
运动方向所成之角在间隔内），而这一部分轨道的弧长比<1小很多. 场 F 
在这段弧内可以认为是不变的，又因为曲线的一小段可以当做圆弧，所以我 
们可以引用在§74中所求出的关于匀速圆周运动时的辐射（以 F 代//>的结 
果.就特例言之，我们可以说，辐射的主要部分集中在频率范围 



内(参见 (74.16) 式）. 

在相反的极限情形下， 


eFa 《 mc 2 , 


(77.3) 


(77.4) 


粒子的总偏转角比小很多.在这种情形下，所有的辐射主要指向运动方 
向附近的狭窄的角范围而辐射从整个轨道到达某一给定点. 

为了求辐射的谱分解，在这种情形下从场在波区的李纳-维谢尔公式 
(73.8) 开始是便利的，我们来计算傅里叶分量 

E u ,= r Ee x ^dt. 


(73.8) 式右边的表达式是推迟时间 〆 的函数，由条件 = 决定. 

在离一个几乎以恒定速度 v 运动的粒子远距离处，我 们有： 

^ ^ + in • r(< 7 ) ^t - — + 

c c c c 

(此处的 r = 是粒子的径矢），或者 



/?o 

1 • 



因此，从对于 dt 的积分很容易变为对于 d〆 的积分，只需注意 






结果 得到: 
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00 




c 2 


MW) 


n x exp [ iu ； f ’ ^1 — 71 VS j 


dt 


这里处处将速度 v 当做 常量； 只有加速度 w ( n 是变化的.引入记号 


-7) 

和相应的加速度的频率分置，我们将 1 写为形式 

e e iA:/? ° / u > \ 2 f / v \ 

nx {{ n - c ) 


(77.5) 


X 


最后从 （66.9), 我们得到辐射入立体角 do 内频率在 do ; 范围的能量 




2JIC 3 




4 


n x 




} 


do 


do ; 

2ji 


(77.6) 


不难估计 （77.4) 情形中辐射主要集中的频率量级，只要注意仅当时间 
l / o /， 即 


与粒子加速度发生显著改变的时间 a / i ； 〜 a / c 同数量级时，傅里叶分量 
才显著地有别于零.因此，我们 求得： 


C 


0 - 5 )' 


(77.7) 


这个频率与粒子能量的关系和在 （77.3) 中一样，但系数是不同的. 

在讨论 （77.2) 和 （77.4) 两种情形时都作了如下假设，即粒子在穿过场 
时能 tt 的总损失相对很小.现在我们将示明，这些情况的第一种也包含了极 
端相对论粒子的辐射问题，其总能损可以同初始能量相比拟. 

粒子在场中的总能量损失可以由洛伦兹摩擦力的功来决定.力 （76.4) 在 
路程〜 a 上所做的功量级为 


a / 


e 4 F 2 a 




m 2 c 4 


o-s). 


为使它能与粒子的总能量可以比拟，场必须在如下距离存在 


3 c 6 


e 4 F 2 
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而这样一来条件 （77.2) 自动得到 满足： 


m 3 c 6 


aeF 〜 ■二二 y 1 — » me 2 , 


e 3 F 

闶为场 F 无论如何必须满足条件 （76.5) : 

F 

《 


rn 2 d 


否则我们甚至不能应用普通电动力学. 


e 


3 


习 


题 


1. 求满足条件 （77.2) 的总辐射强度（沿一切方向）的谱分布. 

解： 从轨道的每个弧元上发出的辐射由公式 （74.13) 来决定，公式中应 
当以在给定点的橫向力 F 代替//，此外，还应当从不连续的频谱变到连续的 
频谱.这种过渡可以这样形式地来完成，即乘以 dn , 并作以下的 替换： 


dn da ; 

/ n dn = / n — da ； = / ri — 

au; ujq 


然后，再将强度对全部时间积分，我们便得到总辐射如下形式的谱分布 


cH = — da ; 


2 e 2 Lj(l — v 2 / c 2 ) 
Cy/n 


oo 


作) 


•oo 


U 


+ 2 




dt , 


式中， ^( u ) 是艾里函数，而其独立变量是 




被积函数是积分变量 < 的隐函数，两者的关系是通过而联系着的 （ F 以及 w 
沿着粒子的轨道变化，对于一给定的运动，这个变化可以认为与时间有关）. 
2. 求满足条件 (77.4) 的总辐射能量（沿一切方向）的谱分布. 

解： 注意到与运动方向成小角 <9的辐射起着主要的作用，我们可写出 


UJ 


UJ 


( V 

1- cos <91« u ; 

C 




用对 dv ? du // u ; 的积分替换 （77.6) 中对角 do = sin ^ d ^ d ^? « OdOd ^ p 的积分•在 
写出 （77.6) 中矢量的三重积时必须记住，在极端相对论情形下，加速度的纵 
向分量同横向分量相比很小（比值为1 - t ; 2 / c 2 >, 而且在本例中我们可以足够 
精确地认为 II ；和 V 相互垂直.结果，我们求得总辐射谱分解的如下 公式： 


d^u； = 


e 2 ujduj f°° 

2?ic3 4(i - 绔 ) 


|心 



UJ 


•2 





da /. 
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§78被自由电荷散射 


假如电磁波落在一个电荷体系上，耶么，电荷会在电磁波的作用下运动. 
这种运动乂产生向所有方向的 辐射； 通常就说，发生了原波的 散射. 

刻 I 田 i 散射最便利的办法是利用散射体系在一给定方向在单位时间内所射 
出的能设与落在辐射体系 t 的能流密度之比，这个比值的 y ： 纲 显然是 面积, 
因 而称为有效散射截面 （或简 称截面 1 . 

设入射波的坡印亭矢试为而体系每秒辐射到立体角 do 内的能量为 
d /， 那么，散射（到立体角 do 内）的有效截面等于 


da = 


dl 

¥ 


(78.1) 


(在符号上的一横表示对时间求平均） . da 对所有方向的积分 a 是总有效散 
射截面. 

我们来考虑一个静止的自由电荷所产生的散射.让一平面单色线性偏振 
波射在这个电荷上.它的电场可以写成 


E = Eq cos(k — ut + a ). 

假设电荷在入射波影响下获得的速度比光速小很多（一般情形确是如 
此）.这时我们可以认为作用于电荷上的力是 ef ；， 而由磁场所产生之力 
( e / c)v x H 可以略去.在这种情形下，我们也可以略去电荷在场影响下的 
振动的位移.如果电荷在坐标原点附近振动，那么，我们可以假设作用在电 
荷上的场在一切时间都和在原点的场一样，就是说， 

E — Eq cos ( u)t — q ). 


因为电荷的运动方程是 

mr = eE, 

而它的偶极矩 d = 那么， 

.e 2 

d = — E . (78.2) 

m 

为了计算散射出来的辐射，我们可以用偶极辐射的公式 （67.7) (这是允 
许的，闵为电荷在入射波影响下获得的速度比光速小很多）.我们也应当注 
意，电荷所辐射的（即它所散射的）波的频率显然与入射波的频率相等. 

将 （78.2) 代人 （67.7), 我们便得到 


d / = 



4 jrm 2 c 3 


(E x n ’) 2 ck >， 


(78.3) 
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式中 Y 是散射方向的单位矢量.另一方面，入射波的坡印亭矢 M 是 


S 


4 ji 


E 2 . 


由此可得散射到立体角 do 内的有效 截面: 


da = 



(78.4) 


式中，0是散射方向（矢 Mn ) 和入射波的电场五所夹之角.我们看出，一个 
自由电荷的有效散射截面与频率无关. 

现在来求总有效截面 a . 为此，我们选择极轴 沿着五 的方向.则有 do = 
sin OdOdcp ；将此式代入，再对从0到71积分，对 dy ? 从0到 2 ji 积分，我们 
求得 



(这称为汤姆孙公式）. 

最后，我们来求在入射波没有偏振（即自然光）情形下的微分截面 da . 
为此，我们必须将 （78.4) 对矢量£的所有的方向求平均值 ，五是 在垂直于人 
射波传播方向（即波矢 fc 的方向）的平面内.记沿方向的单位矢量为 e ， 我 

们有： _ 

sin 2 0=1 — { n 1 • e ) 2 = 1 一 n ^ n ^ e a e / j . 

用如下公式进行平均 ® 


e a e 0 =- 

于是得到 

sin 2 6 = ^ (1 + > k ，) ) = i(l + cos 2 i9), 

式中是人射波方向和散射波方向之间的夹角（散射角）.因此，非偏振波被 
自由电荷散射的有效截面是 




k 2 


(78.6) 




(1 + cos 2 d ) do . 


(78.7) 


散射的发生会引起，例如，作用于散射粒子上的力的出现.这可以从下 
面的考虑来验证.平均说来，在单位时间内，射在粒子上的波损失能量 CWC 7. 

①实际上是迹为1的张量, W 为 e 和 fc 彼此垂直.故该张贵在乘 h 时得零.这 
里给出的表达式满足这些条件. 
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此处的 TT 是平均能 S 密度，而 a 则是总有效散射截面.因为场的动發等于它 
的能 ft 除以光速，所以入射波损失的动敁的绝对值就等于 Tik . 另一方面，如 
有一个参考系，其中电荷在力 e 五 作用下仅作小振动，而且振动的速度也 
小，耶么，在这个参考系中，散射波中的总动 fi 流等于零（精确到 l ;/ C 的高次 
项）（在§73中已经证明了，在 i ; = 0 的参考系中粒子不辐射动 M ). 所以入 
射波所损失的动坫完全被散射粒子所“吸收”了.作用于粒子的平均力 y 就 
等于单位时间内所吸收的平均动量，即 

/ = aWn (78.8) 

( n 是单位矢量，其方向与入射波传播的方向相同）.我们注意到，“平均”力 
相对于人射波之场是二级量，而“瞬时”力（其主要部分是 eJE ；) 相对于入射 
波之场是 一 级量. 

公式 （78.8) 也可以直接由求阻尼力 （75.10) 的平均值得到.第一项（与 
左成正比）在求平均值时化为零（就像力主要部分 e 五的平均值一样）.从第 
二项得到 _ 

3 V me 2 ) 4 ji ’ 

由于（78.5)，这个式子与 (78.8) 相吻合. 

习 题 

1. 一个椭圆偏振波被一个自由电荷散射，求其有效截面. 

解： 波的场有如下 形式： 


E = : A cos ( o ;^ + a ) + B sin ( a;f + a )， 

式中， A 和 B 是两个相互垂直的矢量（见 §48). 与正文中推导相似，我们可 

JLM __ 

( e 2 \ 2 (A x n’) 2 + (B x n’) 2 

-- do . 

2. —个线性偏振波被一个在弹性力作用下作小振动的电荷（振子）散射. 
求有效截面. 

解： 在入射波五 = £； 0 cos ( a ^ + tt ) 内，电荷的运动方程是 

f + uj^r = —Eq co^{ujt -f q), 

m 

式中 U ； o 是电荷自由振动的频率.对于强迫振动，由此可得 

_ eJE?o cos(a;i + a) 

r m(ujQ — cj 2 ) 
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由此计算出4我们便得到 


da = 



sin 2 Odo 


(<9是£与 W 所夹之角）. 

3. 电偶极子在力学上是一个转子，求它散射光的总有效截面.假设波的 
频率 u ； 同转子自由转动的频率 i ? o 相比很大. 

解： 由于条件我们可以忽略转子的自由转动，而只考虑由散射 
波施予其上的力 dxE 的力矩作用下的受迫 转动. 这个运动的方 程是： = 
dx £，式中 J 是转子的转动惯量，是转动的角速度.偶极矩只作转动运动， 
其矢量的绝对值不变，公式 d = f 2 xd 决定了偶极矩矢量的变化.从这两个 
方程我们得到（略去小量1?中的四极 项）： 


d= ~(d xE)xd = \[Ed 2 - (E^ d)d]. 

假设偶极子在空间中所有取向的可能性都相同，将 ci ' 2 对方向进行平均， 
我们就得到总有效 截面： 

16jrd 4 

9^* 

4. 自然光被自由电荷散射，求退偏振的程度. 

解： 从对称性的考虑出发，显然可见，散射光的两个非相干的偏振分量 
(参见 §50) 是线偏 振的： 一个在散射平面（即经过入射光与散射光的平面） 
内，另外一个和该平面垂直.这些分量的强度取决于入射波场在散射平面内 
的分量(£；||)和垂直于它的分量 （£； 丄），按照（？ 8 . 3 ),分别正比于 


(J5|| x n ; ) 2 = cos 2 d 和（五丄 x n f ) 2 = E\ 

(式中 # 是散射角）.因为对于入射的自然光有互 f = |,退偏振度（参见 
(50.9) 的定义） 是： 

p = cos 2 d. 

5. 求运动电荷所散射出来的光的频率 a /. 

解： 在电荷静止的坐标系中，光的频率经过散射后不改变 （ u ;= u /) .这 
个关系可以写成形如下式的不变量： 


k[u 1 = kiU 1 ， 


式中以是电荷的四维速度.从此不难求出 


U ) 


'(1 - Y cos 0’) = a; (1 - 2 cos 0 ) ， 




§78 被自由电荷散射 


• 245 • 


式中，6> 和 p 是如下坐标系中方向 Y 的极角和方位角，该坐标系的2轴沿着 
五的方向 ，： r 轴沿着 i ； 的方向 （ cos ( n ’， 五）= cosO , cos ( n / , v) = sin 0 cos ip ). 

7. 求电荷在被它散射的波施予于它的平均力的作用下的运动. 

解：力 （78.8) 沿着入射波的传播方向 U 轴），因此，我们所考虑的运 
动的速度也沿着这个方向，选择粒子在其中静止的辅助参考系 / C 0 (要注意， 
我们所讨论的是对一个小振动的周期平均了的运动），作用于电荷上的力是 
( tW 09 而在这个力的作用下，电荷所获得的加速度是 


Wo 


Wo 


w 9 ^ 

角标0表示对参考系 Ko 而言）.到原参考系尺（其中，电荷以速度运动） 
勺变换由§7习題中得到的公式和公式 （47.7) 给出，于 是有： 


C 2 


R) 


dv 


m i + E. 

c 


将此式积分， 求得： 


Wa 


rnc 


1 + 


这就决定了作为时间隐函数的速度 v = dz/cU (积分常数是这样选择的，当 
t = 0 时 ， v = 

8. 求线性偏振波被一个振子散射的有效戴面（考虑辐射阻尼）. 

解： 将电荷在入射波内的运动方程写为如下 形式： 


+ ^0 




2e 2 ••• 
3^3 r * 


式中，6> 和 〆 是入射波和散射波与运动方向所夹之角 （ v 是电荷的速度）. 

6. 一线性偏振波被一个以速度 I ；沿波传播方向运动的电荷散射，求散射 
的角度分布. 

解： 粒子的速度垂直于入射波的场五和 / f ,因而也垂直于给予粒子的 
加速度祕.散射的强度由 （73.14) 决定，其中，粒子的加速度11；必须借助§17 
习题中得到的公式用入射波的场芯和//来表示.用入射波的坡印亭矢量除 
强度 d /， 我们得到有效散射戴面 如下： 


do 



do- 
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在阻尼力中，可以近似地代入 r = 于是得到 


r + 7^ + 


E {)^ 


iujt 


式中，7 = 


2e 2 
3m,c 3 


ujI 由此得到 



有效截面是 


8ji / e 2 \ uj 4 

3 \ me 2 ) ( u ; J 5 — a ; 2 ) 2 + u ; 2 7 2 


§79 低频波的散射 


电荷体系对电磁波的散射与单个静止电荷对电磁波的散射之间的区別首 
先在于这个事实，即由于电荷体系存在内部运动，散射波的频率可能与入射 
波的频率不同.就是说，在散射波的谱分解中，除了入射波的频率 a ; 外，还可 
能出现频率 u /， 两者的差是散射体系内部运动的频率之一.改变频率的散射 
称为非相 干散射 （或称 组合散射）， 它和不改变频率的相 干散射 不同. 

假设入射波的场是弱场，则我们可以将电流密度写成 j = jo + J "， 此处 
的 jo 是没有外场时的电流密度，而/则是在入射波作用下的电流变化.与之 
相应，体系的场的矢势（以及其他的量）也有 A = A 0 + A f 的形式，此处的 
和 A ' 由 电流九 和: /' 决定. M 然， A ' 描述这个电荷体系所散射的波. 

现在 il : 我们来考虑一个波的散射，这个波的频率 a ; 比电荷体系所有的内 
部频率都小很多.这个散射将包含非相干部分和相〒部分，但是我们在此将 
只考虑相干散射. 

为了计算散射波的场，在频率 a ； 十分低的情况下，我们总可以用推迟势 
的展开式，这个展开式已经在§67和§71中介绍过了，即使体系内粒子的速 
度比起光速来并不算小，也可以使用这个式子.事实上，要使积分 

A, = H （則 

的展开式成立，仅仅只须要时间 r . n '/ c 〜 ci / c 比电流分布有显著改变的时间 
间隔 1/ u ; 小 很多； 对于足够低的频率 u ;( a ;《 C / a )， 不管体系内粒子的速度怎 
样，这个条件都可以满足 

从展开式的第一项得 


H f = 


c 2 Ro 


•• 

{d f 


x n ’ + ( m ’ x n f ) x n ; }, 
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式中 （ m / 分別是体系的偶极矩和磁矩的一部分，这部分是由落在体系上的 
辐射所产生的.展汗式的以后各项包含比二阶更高的时间导数，我们将它们 
略去. 

散射波的场的谱分解的分 ft (其频率与入射波的频率相等）为这 

同一公式所决定，但公式中应将所有的量代以它们的傅里叶分尤= 

这样，我们得到 






{ n ’ x + x ( m ^ x 


n f )}. 


(79.2) 


场的展幵式的更后面的项给出与小频率的较高次幂成正比的 fit 假如体系中 
所有粒子的速度都很小 （ V 《 c )， 那么，在 （79.2) 式中第二项与第一项比较 
起来就可以略去了，因为磁矩包含 " C . 这时， 



(79.3) 


假如体系的总电荷为零，那么，当 a ; — 0时，尤和趋近于常数极限 
(假如总电荷不为零，耶么，当 u ; = 0 时，就是说在恒定场中，这个体系幵始 
作整体运动）.因此，对于低频 ( u ; < v / a .) 我们可以认为 < 和与频率无 
关.由此可见，散射波的场与频率的平方成正比. W 此场的强度与 u ； 1 成正比. 
所以，当低频波被散射时，相干散射的有效截面与入射波频率的四次幂成比 
例①. 


§80高频波的歎緻 

我们来研究相反极限下波被电荷体系散射的情形，此时波的频率0；比体 
系内部的基频大很多.后者的数量级为叫〜 t ；/ a ， 所以 a ; 应当满足条件 

〜一. (80.1) 
a 

此外，我们假设体系中电荷的速度很小 （ v 《 c ). 

按照条件 （80.1), 体系中电荷的运动周期比波的周期大很多.因此，在 
一个与波的周期同数最级的时间间隔内，体系中电荷的运动可以看做是匀速 
的.这就是说，在研究短波的散射时，我们无须考虑体系的电荷彼此之间的 
相互作用，即我们可以将电荷认为是自由的. 

因此，在计算电荷在入射波的场内所得到的 V 时，我们可以将体系中每 
个电荷分开来考虑，并把电荷的运动方程写成 

m^- = eE = eEoe-' l ^ l - kr \ 

^ dt ^ 1 

①这也适用于光被离子的散射，也适用 T 光被不带电的原子的散射. 闵为核 子的质 W 较大， 
由离子作为整体的运动而发生的散射可以略去不计. 
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式中 ， fc = u ； n / c 是入射波的波矢电荷的径矢4然是时间的函数.在这个 
方程右边指数因子的指数中，第一项的时 ㈣ 变化率比第二项大很多（第一项 
的时间变化率为 U ；， 而第二项的数量级是 ib ， 〜 t ，0；/ f 《 u ；). 所以，在积分运 
动方程时，我们可以将 r 那部分当做常数.于是， 

v ’ = (80.2) 

ILJTJI 

对于散射波的矢势（在与体系相距甚远之处），按照一般公式（79.1)，我们有 

式中，求和应该对体系中所有的电荷进行.将 （80.2) 代人，我们便求得 

E 0 y "— e ^ iqr , (80.3) 

TTI 

式中 g = k f — k 是人射波的波矢量 fc = un/c 和散射波的波矢 M fc ' = um'/c 
之差 ◦.在 （80.3) 式中的和应当取在 f = f -7 lo / c 时刻的值（为简笮起见， 
如平常一样，略去 r 上的指标 f ') ; 由于假设粒子速度很小，可以忽略在时间 
r • n ! ! c 内 r 的变化.矢 Mg 的绝对值是 

(jJ ^ 

q = 2— sin — , (80.4) 



式中0是散射角. 

对于原子（或分子）的散射，我们可以略去 （80.3) 中求和号内来自核的 
项，因为它们的质量比电子的质坫大很多.以后我们只关注这种情况，所以 
我们将因子 e 2 / m 从求和号内移出，并将 e 和 m 理解为电子的电荷和质量. 
对于散射波的场 / T , 我们从 （66.3) 求得： 



E 0 x n f 
^~ exp 



(80.5) 


射入 Y 方向立体角元内的能流是 


用人射波的能流 c |£； 0 | 2 /8 ji 除上式，并且 6» 代表人射波的场与散射方向的 
夹角，最后我们得到有效散射截面 如下： 


da = 



(80.6) 


①严格地说，波矢 M fc ' = u / n 7 c ， 此处散射波的频率 u / 可能与 u ； 不同，然而在此处高频 
波的情形下，差 u / - u ; 〜 u ； o 可以 略去. 
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式中的一横表示对时间的平均值，亦即对体系中电荷运动的平 均值； 它的出 
现是因为散射是在一个比体系中电荷的运动周期大很多的吋间间隔内观察 
的. 

对于人射辐射的波长，从条件 (80.1) 得到不等式 A 《至于；\和 
a 的相对值，可能有 A 》《和 A 《 a 两种极限情形.在这两种情形下，通式 
(80.6) 简化很多. 

在入》 a 的情形下，在 （ 80.6) 式中，闲为 g 〜 1/ A ， 而 r 与 a . 
同数量级.与此相应，我们用1代替 e - ig ' 从而得到 


da = 



(80.7) 


就是说，散射与原子序数 Z 的平方成正比. 

现在转到 A 《 a 的情形.在 (80.6) 中出现的和的平方中，除了每项的模 
的平方 （ e 2 / mc 2 ) 2 以外，还有形式的乘积.在对电荷的运动求平均 
值时，亦即在对它们在体系中的相互位置求平均值时 ， n - r 2 可取与 a 同数 
域级的一个间隔内的一切值.因为 (? 〜 1/ A , A 《 a ,那么，指数因子 
是一个在该间隔内振动得很快的函数，而它的平均值就化零. W 此，气 
时，有效散射截面是 

da = Z ( -% ) sin 2 6 do y (80.8) 

\ mc z J 


就是说，散射与原子序数的一次方成正比.我们注意到，这个公式不能应用 
于散射角小的情形 W 〜 A / a )， 因为在这种情形下， g 〜 i ? A \ 〜 1/ a , 因而指数 
q - r 不比1大很多. 

为了求出相干散射的有效截面，我们必须将散射波的场的频率为 u ; 的那 
一部分分开来.场的表达式 （80.5) 通过因子 e -^ 与时间发生关系，而且求和 

Y , e ~ iqr 中也涉及时间.后面这个关系使得在散射波的场内，除了频率 a ; 以 

外，还含有别的频率（虽然与 u ； 很接近）.假如我们将 Y , e ~ iqr 对时间求平 

均值，就可以得到频率为 u ； 的那一部分场（就是仅通过因子与时间发 

生关系的那一部分场）.与此相应，相十散射有效截面 da ctlh 与总截面 da 的 
不同之处就在于前者包含求和的平均值的模的平方，而后者则包含和的模的 
平方的平 均值： 


me 2 



E 




sin 2 9 do . 


(80.9) 


值得注意的是，这个和的平均值（除了一个因子外）正好是原子中电荷密度 
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平均分布 p ( r ) 的空间傅里叶 分量: 


e 




p ( r ) e^ xqr dV = p q . 


(80.10) 


在 A 》 a 的情形下，我们再次用1来代替于是 


d^Tcoh = [ ^ 


me 2 


sin 2 9 do . 


(80.11) 


将此式与总有效截面 （80.7) 式相比较，我们看出 da CC ) h = da ， 就是说，所有的 
散射都是相干的. 

如果 A 《 a , 那么，当我们求平均值时，在 （80.9) 中所有和项（是迅速 
振动的时间函数）都消失了，从而 da c<jh = 0. 因此，在这种情形下，散射完全 
是非相干的. 
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§81非相对论力学中的引力场 

引力场（或者重力场）具有以下的基本 特性： 所有的物体，不管质量的 
大小，只要有相同的初始条件，它们在场中就将以相同的方式运动. 

例如，对于在地球引力场中的所有物体，自由下落的规律都是一样的， 
即不管它们的质量如何，都获得同一的加速度. 

引力场的这个特性使我们有可能确定以下两种运动有类似 之处： 一种是 
一 个物体在引力场中的 运动； 另一种是一个物体不在任何外场中的运动，但 
是在一个非惯性参考系中考察.实际上，在一个惯性参考系中，所有物体的 
自由运动都是匀速 ii 线 运动； 假如在开始时，它们的速度是一样的，那么尤 
论在任何时候都将保持一样. W 此，很显然，假如我们考虑在一给定的非惯 
性系中的自由运动，那么，相对于这个参考系，所存的物体都将以同样的方 
式运动. 

因此，在一个非惯性系中的运动特性与在一个有引力场存在的惯性系中 
的运动特性 一样； 换句话说，非惯性系与某一引力场等效.这种情况称为等 

效原理. 

我们来研究，例如，匀加速参考系中的运动.假如一个任意质量的物体 
在这样的参考系中作自由运动，很显然，该物体对于这个参考系就有一个恒 
定的加速度，这个加速度与参考系本身的加速度大小相等，方向相反.这样的 
描述也适用于物体在均匀恒定引力场，例如地球的引力场中的运动（在不大 
的区域内，地球的引力场可以当做是均匀的）.闵此，匀加速参考系与一个不 
变的、恒定的外场等效.同理，参考系的非匀加速貞线运动，敁然与一个均匀 
但变化着的引力场等效. 

然而必须着重指出，与非惯性参考系等效的场其实并不完全与“实际的” 
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引力场一样（后#在惯性系中 也存仵 ）. 例如，它们在无穷远处的性质就有 
本质的区別.在与产生场的物体相距为无穷远处，“实际的”引力场总是趋近 
于岑； 与此相反，与非惯性参考系等效的场在无穷远处却无限制地增大，或 
者，无论如何，总保持为有限值.例如，在旋转参考系中出现的离心力，$我 
们从旋转轴离开时，无限制地 增大； 一个与作匀加速直线运动的参考系等效 
的场在空间各处都是一样的，而且在无穷远处也一样. 

只要我们从非惯性系过渡到惯性系，与非惯性系等效的场就消失了.与 
此相反，无论选择哪一种参考系，“实际的”引力场（在惯性参考系内也存在） 
总是无法消除的.这可以从上面所讲的关于“实际的”引力场和与非惯性系等 
效的场在无穷远处情况的差别直接看出，既然后者在无穷远处不趋近于零， 
那么，无论怎样选择参考系，“实际的"场也不可能消除，闵为它在无穷远处 
变为零. 

选择适当参考系的方法只能消除空间中某一给定区域内的引力场，而且 
这个区域必须如此之小，使其中的场可以看做是均匀的.要做到这点，可选 
择一个作加速运动的参考系，这个加速度就等于粒子放 在我们 正在考虑的场 
的区域内所得到的加速度. 

粒子在引力场中的运动，在非相对论力学中为拉格朗日 tt 所决定.它在 
惯性参考系中的表达式是 

_ mv 2 以 

L = —- Twp 、 (81.1) 

其中， p 是关于坐标和时间的某一函数，它可描述场的特性，称为 引力势 
与此相应，粒子的运动方程是 


v = 一 grad v ?. (81.2) 

这个方程不包含质 tf ， 也不包含任何其他描述粒子特征的常数，它就是引力 
场基本特性的数学表示. 

§82相对论力学中的引力场 

在上节中所指出的引力场的基本特性，即所有物体在场中作同样的运 
动，在相对论力学中也还是有效的.所以，引力场和非惯性参考系的类似性 
依然存在.因此，在研究相对论力学中引力场的特性时，我们自然也从这个 
类似性出发. 

在惯性参考系中，用笛卡儿坐标，间隔 ds 由关系式 

da 2 = c 2 dt 2 — dx 2 — dy 2 — dz 2 

CD 以后我们不常用电磁势因此用同一个符号 $ 来代表引力势不会引起误解. 
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给定.在变换到任何其他惯性参考系时（就是说在作洛伦兹变换时），我们知 
道，间隔保持同样的形式.然而，假如我们变换到非惯性系，心 2 将不再是四 
个坐标的微分的平方和了. 

例如，当我们变换到匀速旋转的坐标系时， 

X = x ' cos Qt — y ' sin Qt , y = sin Qt - I - y r cos f ? t , z — z ' 

(r? 是旋转的角速度，其方向沿着 2 轴），那么，间隔就有下面的 形式： 

ds 2 = [(? — /? 2 ( x /2 + y ，2 )] dt 2 — dx ，2 — dy ,2 — 

— dz f2 -f 2 Qy , dx , dt — 2 f 2 x , dy , dt . 

不管时间坐标变换的规律怎样，这个式子不可能仍以四个坐标的微分的平方 
和来表示. 

闵此，在非惯性参考系中，间隔的平方是坐标微分的一般形式的二次型， 
也就是说，它有以下的 形式： 

ds 2 = gijtdT * drr fc ， (82.1) 

其中， Afc 是空间坐标 X 1 ，：!： 2 , or 3 和时间 坐标/ 的某些函数.因此，假如我们 
使用非惯性系，四维坐标 x G ， x 1 , x 2 , X 3 将是曲线坐标 . 可用来表 示时空 
度规， 它决定每个曲线坐标系的所有几何特性. 

显然，总可以认为这些量对指标 i 和 A : 来说是对称的（即 gik = gki )， 
因为它们是由对称式 (82.1) 所决定的，此处的 g lfc 和 gw 是作为同一个积 
d / cLr fc 的因子出现的.在一般情形下 ，一 共有十个不同的量四个有相同 
的指标和4 x 3/2 = 6个有不同的指标.在一个惯性参考系中，当我们用笛卡 
儿空间坐标 x 1,2,3 — x , y , z 和时间坐标 : r G = ct 时， gijt 各量是 

goo = 1， gn = g22 = g *33 = —1， gik — 0 当 i # fc . (82.2) 

具有这些 ga 值的四维坐标系称为 伽利略坐标. 

在上一节中已经证明了非惯性参考系与某些力场等效.现在我们看出， 
在相对论力学中，这些场由 g ifc 各量所决定. 

这同样也可以应用到“实际的”引力场.任何引力场都只是时空度规的 
一个改变，而这个改变是由各量所决定的.这个重要事实说明，时空的几 
何性质（它的度规）是由物理现象所决定的，而不是空间和时间的固定不变 
的性质. 

建立在相对论基础上的引力场理论称为 广义相对论. 它是由爱因斯坦提 
出来的（最后在1915年建立），在现有的物理理论中，它或许是最美丽的.突 
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出之处是爱因斯坦用纯演绎的方法就建立了这个理论，只是在以后才被天文 
观测所证实. 

正如非相对论力学中一样，在“实际的”引力场和与非惯性参考系等效 
的场之间有一个根本的差別.当变换到非惯性参考系时，二次型具有 （82.1) 
的形式，即各量，是通过简单的坐标变换从伽利略坐标的值 （82.2) 得到 
的，所以，可利用逆坐标变换在整个空间中冋到伽利略坐标的值.这种形式的 
gik 非常特殊，这是因为在一般情况下仅仅只用四个坐标的变换就要使 ga 的 
十个量化为预定的形式是不可能的. 

“实际的”引力场用任何坐标变换都不能 消除； 换句话说，存在引力场 
时，时空是这样的，不可能用任何坐标变换使决定其度规的域在整个时 
空内都化为伽利略坐标的值.这样的时空称 为弯曲时空， 以区别 于平直 时空; 
在平直时空中，上述变换是可能的. 

然而，在非伽利略时空中的任何个别点，我们可以用适当的坐标变换将 
g ik 各 ft 化为伽利略坐标的 形式： 这会导致二次型化为恒定系数（在给定点 
的值）的对角形式，我们把这样的坐标系称为对于 一个给定点的伽利略 

坐标系 

我们注意到在一个给定点将 ga . 化为对角形式之后，各 M 的矩阵有一 
个正的主值和三个负的主值（这些正负号的总和称为矩阵的号 差）. 由此可 
以断定，由 Aa ： 各量所构成的行列式 g 在现实的时空中总是 负的： 

g <0. (82.3) 

时空度规的变化也就意味着纯粹的空间度规的变化.平直时空中伽利略 
坐标的对应空间欧几里得几何.在引力场中空间的几何变成非欧几里得 
的.这既适用于时空“弯曲”的“真实”引力场，也适用于时空保持平直、仅 
仅由于参考系是非惯性参考系而产生的场. 

关于引力场中的空间几何问题将会在§84中更详细地考察.这里最好是 
先进行简单的讨论，良观地说明在改变到非惯性参考系时，空间几何将不可 
避免地变为非欧儿里得几何.考察两个参考系，其中之一 （ K ) 是惯性参考系， 
而另一个 ( K 1 ) 相对于尺围绕着共同的坐标轴2匀速旋转.参考系 K 的平面 
/上的一个岡（其圆心为坐标系的原点）也可以看做参考系 A " 的平面 〆〆 
上的一个圆.用一把有刻度的尺子测量这个圆的周长和它的直径，我们将得 
到比值为 n 的两个数值，这与惯性参考系中的欧儿里得几何相符.假设现在 

①为 了避免 误解.我们必须立即指出,选取这样的参芩系汴不意味荇在相应的尤穷小的四 
维体积元中消除引力场.屮于等效原理，这样的消除才总有可能实现， fl 它有荇更深刻的涵义 
(见 §87). 
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的测量过程使用与参考系 A " 相对静止的标尺，并且从参考系 K 中观察这个 
过程，我们将会看到，沿着圆周放肾的标尺会产生洛伦兹收缩，而沿着径向 
放置的标尺保持不变. W 此砹而易见，在这样的测 窗:方 式下获得的圆周长和 
直径的比值会大于 JT . 

在一般情况下任意变化的引力场的空间度规不但是非欧几里得的，而且 
还随时间变化.这意味着，不同几何距离之间的关系随时间变化.被引入到场 
中的“试验粒子”的相对位置在任何一个坐标系中都不可能是一成不变的①. 
这样，如果粒子分布在某个圆上和这个圆的直径上，由于岡的周长和直径的 
比值不等于71并且随时间变化， 显然， 如果粒子 沿着直 径的距离保持不变， 
那么沿着圆周的距离应该变化，反之亦然.这样一来，在广义相对论中，一般 
说来，物体系统不可能是相互静止的. 

与狭义相对论中的参考系相比，广义相对论中参考系这个概念本身发生 
『根本的改变.在狭义相对论中参考系可以理解为相互静止的、相互分布保 
持不变的物体的总和.在引入变化的引力场的情况下这样的物体系统不存在, 
为 了精确 确定粒子在空间中的位置.严格来讲，必须具备充满整个空间的无 
穷多数 M 的物体的总和，类似于某种“介质”.这样的物体系统和与每个物体 
联系在一起的以任意方式运行的时钟构成广义相对论中的参考系. 

由于参考系选取的任意性，在广义相对论中对肖然规律的描述在形式上 
应该适用于任意的四维坐标系（即，所谓的“协变”形式）.但是这种状况并 
不意味着所有的这些参考系在物理上是等价的（类比于狹义相对论中所有惯 
性参考系的物理等价性）.正相反，具体的物理现象，包括物体运动的性质， 
在所有的参考系中是不同的. 


§83曲线坐标 

因为在研究引力场时需要考虑在任意参考系中的现象，就必须发展任意 
曲线坐标中的四维几何.在§83, §85, §86我们将专门讨论这一问题. 

让我们研究从一个坐标系 X 0 ^ 1 ,^ 2 ,^ 3 ,到另一个坐标系 X /0 , X ，1 , X ，2 ,2： /3 
的 变换： 

X 1 — P(x ，0 ,x n ,x , 2 ,x ，3 )^ 

其中 ，尸 是某些函数.在变换坐标时，坐标的微分按照下面的关系式变换： 



(83.1) 


①严格地说，粒子数应当大丁 • 4. 因为从任何4个粒子之间的6条线段我们可以构造一个 
4面体，我们总外以通过适当定义参考系，使4个粒子的系统构成一个不变的4面体.何况•在 
3个或2个粒子的系统中.我们可以使粒子彼此相对间定. 



• 256 • 


第十章引力场中的粒子 


如果任何四个量 A 的集合，在坐标变换时像坐标的微分一样地变换，那 
么，这四个 M 的集合称为四维逆变 矢量： 




dx 1 

dx ,k 


A 


fk 


(83.2) 


设 p 是某一标量.在坐标变换时，四个量 dif / dx { 按照公式 

d^p d(f dx fk 
dx fk dx 1 


(83.3) 


变换，这个公式与 （83.2) 式不同.如果四个量的集合人在坐标变换时像一个 
标量的导数一样变换，那么，这四个量的集合称为四维协变矢置： 


^ =答鸟. (83-4) 

可以采用类似的方式确定不同阶数的四维张 M . 于是，像两个逆变矢最 
的乘积一样变换，也就是按照法则 


dx l dx k ,i 
dx ,1 dx frn 


(83.5) 


变换的 16 个量的集合称为二阶四维逆 变张量 A ' 同理，我们定义按下式变 
换的16个 ft 的集合为二 阶协变 张置： 


^ik = 


dx’ 1 dx … 1 
dx { dx k 


而四维混 合张置 AS 按照下式 定义: 





dx i dx /m " 
dx’ 1 dx k 


(83.6) 


(83.7) 


以上给出的定义是伽利略坐标中的四维矢 M 和四维张 M 定义的 A 然扩充 
(§6)，按照这些定义，微分 dd 也是逆变的四维矢 M ， 而导数 i 是协变 
的四维矢量 

在曲线坐标中通过将其他四维张 M 进行互乘或缩并的方式构造四 维张玷 
的法则与在伽利略坐标中相同.容易证实，按照变换法则 （83.2) 和 （83.4), 两 
个四维矢 M 的标积 A ^ i 确实是不 变的： 



dx 1 dx 9m 
dx n dx { 


= 


dx fm 

dx n 


A n B[ u = A n B [. 


① 不过， 在伽利略坐标 系中. 坐标^本身（而不仅仅适其 微分） 也构成一个四维矢社，作 
曲线坐标中，情况当然就不是如此了. 
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在过渡到曲线坐标时单位四维张最#的定义仍旧不变 ：它的 分最当 i # A ： 
时奸= 0,而当 i = A : 时，则等于 1. 假如#是一个四维矢量，那么，用扣乘 
之，就得到 

A k Si = A \ 

它仍然是一个四维 矢量； 这也证明了私是一个张量. 

线元的平方 ds 2 是微分 dd 的二次型，也就是 

ds 2 = gikdx l dx k 1 (83.8) 

其中， g , it 是坐标的函数，对于指标 i 和 fc 是对称的，就 是说： 

gik = gki - (83.9) 

既然与逆变张量 dxM / 的积（缩并）是一个标量.那么， ga 就是一 
个协变张 M . 张量称为度规张量 
若两个张量乂认和满足 


A ik B kl = 6^ 


则称为互逆的（互为倒数）.特別指出，张量的逆张量称为逆变度规 
张最.即 

gikg kl = 6[. (83.10) 


同一个物理量既可以用一组逆变分量来表示，也可以用一组协变分 W 来 
表示.显然，唯一能决定逆变分 M 和协变分 M 之间关系的一组数值是度规张 
M 的分址.这样的联系由下列公式给出： 


A^g lK A k , Ai=g ik A k . 


(83.11) 


在伽利略坐标系中度规张量具有如下分 M : 


( 0 ) 

Sik 


g 


ik (0) _ 


1 1 0 0 0、 

0-100 
0 0-10 
\0 0 0 -1 / 


(83.12) 


公式 （83.11) 给出已知的关系 = AoM 1,2,3 = 一山，2,3 


① 


①在我们州伽利略坐标系作类比时，应，认识到只 行在 平直的四维空间中才能选择这样的 
坐标系.对于四维弯曲空 N 必须给定一个无限小四维体 积元. 在 其内才 能言及、且总能找到伽利 
略坐标系.所有结论均不受这一改变的影响. 
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上述内容也适用于张 M . 同一物理张域的不同形式之间的转换可以按照 
下面的公式，借助于度规张量来 实现： 

A i k=g il A lk , A ik 


等等. 

§6( 在伽利略坐标系中）定义 了完全 反对称的单位赝张量我们将 
其转换到任意的曲线坐标系中，并表示为同时仍旧按照以前定义的符 
号 e tkhn 取值 e 0123 = 1 (或者 eoi 23 = —1). 

令#为伽利略坐标，而 P 为任意的曲线坐标.按照通用的张量变换规 
则，我们有 

E iklm = ^ dx k OX 1 9x m t 

dx’ p dx’ r dx’ A dx n 1 

或者 


^iklm 



iklm 




其中 J 为由导数洳</出^组成的行列式，它正是从伽利略坐标向曲线坐标变 
换的雅可比行 列式： 

d ( x tQ ^ x tl \ x 92 ^ 

这个雅可比行列式可以用由度规张量 g : A ： (在参考系 W 中）的行列式来表示. 
为此我们写出度规张量变换的公式 .• 



dxi dxk Jlm ( Q ) 

dx ,1 dx hn ， 


并且令这个等式两边的值所构成的行列式也相等.逆张 M 的行列式= i / g . 
行列式1#叫 0> 1=-1.因此有1/尽=一</ 2 ,由此 

这样一来，曲线坐标系中四阶反对称的单位张最必须定义为 


^iklm 


x iklm 


可以利用下面的公式将该张设的指标 下移: 


(83.13) 


SipSkrSlsSmt = —8^ifc/m ， 

这样它的协变分 M 是 

^kklm = S^iklrrf (83-14) 

在伽利略坐标系/中，一个标量对于 di ?' = 的积分也 

是标 M . 就是说单元 dW 在积分中具 有标量 的性质 (§6). 在向曲线坐 标/变 
换时积分单元 dW 变为 


- ► —dl7 — y/ — g'd/?. 
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闪此，在曲线坐标中，在四维空间的某一 K 域内积分时， @(1/? 具有不变敁 
的特征 

在§6末关于在超曲面上的积分元、曲面上的积分元、曲线上的积分元 
等的论述对于曲线坐标也保持有效，只有一点例外，即对偶张量的定义有些 
改变.由三个无限小线段所构成的超曲而的“面积”元是一个逆变反对称张量 
dS ikl ；与其对偶的矢 M 可用张 M y/^ge ik ,rn 乘之得到，即等于 

y/—gdSi = — - eikim dS klm > /一 g . (83.15) 

o 

同理，假如 df ik 是由两个无穷小的线段张成的（两维）面元，那么，与 
其对偶的张量定义为 

V^S^fik — ^ y/—g^ikim df lm . (83.16) 

我们像以前一样在此用 d 况和 d / A 分别代表和 l -e tk imdf lm 

(不是它们与0的乘 积）； 各种积分彼此变换的法则 （6.14) — （6.19) 也保 
持不变，因为它们只是一些形式符号的推导，而与相应的量的张量性质无关. 
其中，有一个变换法则是特别重要的，这就是将在一个超曲面上的积分变换 
为在一个四维体积上的积分的变换法则（高斯定理），这个变换可以用下面的 
替换来 实现： 

(83.17) 


§84距离与时间间隔 

我们已经说过，在广义相对论中，对于坐标系的选择并未加任何 限制； 
三个空间坐标: E 1 ,：!： 2 ，：!： 3 , 可以是决定物体在空间中的位置的任何量，而时间 
坐标 X G 则可以用一个任意行走的钟来确定.因此就有这样一个问题发生，即 
如何用 X °, X l , X 2 ,0： 3 这些 M 的值来表示实在的距离和时间间隔. 

首先，我们找出固有时（以后我们用 r 来表示它）与坐标/的关系.为 
此，我们来考虑在空间的同一点发生的两个无限近的事件.如我们所知道的， 

① 如果 p 是一个标 M ， 则 M 对积分构成一不变称为标量密度.类似地，我们 

W y /^ A i 为矢置密度，为张置密度，等等，这哼虽在乘以四维 体枳元 dfi 后成为矢 M 或 

张 M ( — 般说来，沿有限体积的积分 / 不可能是矢量， w 为矢 M ，的变换法则在不 

同的点是不晒 ）. 

② 怠思足，不论坐标的几何意义怎样，由尤穷小位移 dx\dx f \dx ni 构造面元和 
d/ ifc 的方式与 §6 中是相 同的 . 那么，和 d / 二 的形式意义就同以前一 样了 . 特别是，同以前 
一样， dSo = dx l dx 2 dx 3 = dV. 我们保持 dV 为 3 个空间坐标微分乘枳的较早 定义； 然而必须 id 
住，在曲线坐标中，几何上的空间体积元不是由 d\/rfn 是由 V^dv 给出，这里 7 是空间度规张拔 
的行列式（将在下节给 出 〉. 
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两个事件的间隔 ds 恰恰是 cdr , 此处的 dr 是两个事件之间的时间（间有时） 
间隔.因此，在普遍式子 ds 2 = 内，设 chr 1 = cLr 2 = dx 3 = () 我们便 

求得 

ds 2 = c 2 dT 2 = goo ( d ^°) 2 , 

从而 

dr = (84.1) 

或者，在空间的同一点发生的任意两个事件之间的时间 

T = ~ J v / ioo dx °- (84.2) 

这个关系式决定相应于坐标: r G 的变化的实际时间间隔（或称对于空间 
一 给定点的固有 时）. 我们注意到，从这些公式可以看出，适 g 00 是正的，即 

goo > 0. (84.3) 

必须强调指出下面两个条件的意义的差别，第一个条件是 （84.3), 第二 
个条件是关于由张量 gi / t 气个主值的正负号决定的号差 （§82). 不满足第二 
个条件的张 Mga —般不能与任何真实的引力场对应，也就是说它不能是一 
个真实的时空的度规.不满足条件 （84.3) 只表明相应的参考系不能用真实的 
物体来实现，假如这时加在主值上的条件得到满足，那么一个适当的坐标变 
换就可以使 goo 变为正（旋转坐标系就是这种参考系的一个例子，见 §89). 

现在我们来求空间距离元出.在狭义相对论中，我们可定义 d / 为同吋发 
生、相距无限近的两个事件之间的间隔.在广义相对论中，这在通常的情况下 
是不可能的，也就是说，简单地使在 ds 中的 d # = 0来决定 dZ 是不可能的. 
这是因为在引力场中，对于空间的不同点，间有时与坐标: r G 有不同的关系. 
为了求出，现在我们的做法如下. 

假设一个光信号从空间的一给定点召（具有坐标 ar Q + d : r a ) 跑向相距无 
限近的另一点欠（具有坐标#〉，然后乂沿原路回去.显然（从空间点 B 观 
察）为此所必需的时间乘以 c 是两点间的距离的两倍. 

我们写出间隔，并将时间坐标和空间坐标分开： 

ds 2 = g Q ( jdx n dx (3 - I - 2 go Q dx {) dx a + goo (< i ^ 0 ) 2 » (84.4) 

不言而喻，此处任何重 M 两次的希腊字母指标，我们都从 1 到3求和.对应信 
号从一点出发和该信号到达另一点的两个事件的间隔为零.相对于 d # 求解 
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方程 ds 2 = 0. 我们求得两 个根: 


如 0 ⑴ = ^Oadx a - yj (go n gO(3 - ^ay9gOo)da ： Q d^) ， 
dx 0(2) = ^( - go Q dx a + yj (goago/i —g«/3got))clx rt dr ^ ， 


(84.5) 


它们分別对应4和 B 之间两个方向上的信号传播.如果: r G 为信号到达4的 
时刻，那么它从 B 点出发和回到 B 点的时刻分别为/ + dx 0 ^ 和: r 0 + dx °( 2 >. 
在示意图18中实线为给定的坐标#和# + dr « 所对应的世界线，而虚线是 
信号的世界线因此，信号从某一点出发而乂回到该点的总“时间”间隔等 
于 _ 

dx 0(2) - dar°(" = — J(goagop - g Q pgoo)dx a dx^. 

goo v 



x ° + dx °( 2 > 


x ° + dx °( 1 ) 


A B 

图 18 


按照 （84.1)， 将上式乘以 y / g ^/ c . 就得到相应的阇有时的间隔，再乘以 
c /2, 就得到两点间的距离 dZ . 我们得到的结果是 

d/ 2 = (-g a0 + dx a dx 0 . 

\ Soo J 

这就是所要求的用空间坐标元来确定距离的式子.我们把它改写如下： 


d/ 2 = 7a/3dx a dx /i , 


(84.6) 


其中， 


1ol[3 = ~Sa(3 + 


g () a _ 

goo 


(84.7) 


①在 m 18上假设了 d : r ° (2 > >0 1 dx °^ <0. 然 rfii 这不是必 须的： d : r G( n 和 dx Q W 可以具有同 
一个符号.负实在于.在这种条件下，在信号到达 A 时刻/(小的值可以小于信号从 S 出发时 
刻 x °( B ) 的值，这不会造成任何的 n 相矛话， W 为在不同空间点内的时钟的 进程汴 没有以某种 
方式设定为同步的. 
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是 H 维度规张 fi ， 它决定空间的度规，亦即决定空间的几何性质.关系式 
(84.7) 联系现实的空间的度规和四维时空的度规 

然而，我们必须记着， ga . —般与: r G 有关，因而，空间度规（84.7> 也随 
着时间变化.根据这个理由， 将出 积分就没有 意义； 这个积分与空间中给定 
的两点间的世界线（沿着它积分）有关.因此，一般来说，在广义相对论中， 
物体间的一定距离的概念失掉了意义，仪仅对于无限小的距离还保持有效. 
只有在与时间无关的参考系中，才能在空间的一个有限区域内确定距离， 

这时沿着一条空间曲线的积分 | d / 才有一定的意义. 

有必要指岀，张 M 03 是三维逆变张最泸〃的逆张量.实际上，将等式 
g ik g k i = S } 以分量的形式展开，我 们有： 

g°^g/3-r + g^goy = 

+ g Q °goo = 0, (84.8) 

g ° P g (30 + g 00 goo = 1- 

从第二个等式确定然后代入第一个等式， 得到： 

这就是需要证明的结果.这个结果还可以用其他形式表述为，构成对 
应度规 （84.7) 的三维逆变度规 张量： 

7 q/3 = - g a0 . (84.9) 


我们同样指出，由量 ga . 和7^分别构成的行列式 g 和7相互之间可由 
简单的关系式联系 起来： 

-g = goo 7 - (84.10) 

Q 二次型（ 84.6> 应该必须是正的 . 为此它的系数应该像已知的那样.满足条件 


711 > 0 , 


7ii 

721 


712 

722 


> 0 , 


711 712 713 

721 722 723 > 0. 

731 732 733 


用表示容易求得，这些条件具有如下形式 




goo 

gOi 

g02 

goo 

goi ^ n 





<0, 

gxo 

gll 

g\2 

g\0 

gn 






«20 

g2l 

g22 


> 0 , 


g <0 


在整个参考系内，度规张 M 的分 M 应该满足这些条件以及条件 （ 84.3 ), 这个参考系可以用实在 
的物体来实现 . 


§84 距离与时间间隔 
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在接下来的一系列应用中，引入三维矢 M g 会带来一定的方便.矢量 g 
的协变分發由下式 确定： 



gOa 

goo 


(84.11) 


将 g 看做带有度规 (84.7) 的空间中的矢量，我们必须将它的逆变分量定义为 
= J a / 3 g 0 . 基于 （84.9) 和 （84.8) 的第二个等式容易看出， 


g ° = l a 0 g 0 = - g 0a . (84.12) 

从 （84.8) 的第三个等式同样可以得到公式 

g ：°° = ^--^ a . (84.13) 

goo 

现在我们再来讨论广义相对论中“同时”槪念的定义，换句话说，我们 
讨论处于空间不同点的钟能否同步的问题，也就是这些钟的对时问题. 

M 然，这样的同步应该通过两点之间光信号的交换来实现.我们再来考 
察两个无限接近的点4和 J 5 之间光信号的传播过程， 如阁 18中所示.位于 
B 点的时钟记录了信号由0点出发时刻的读数和信号返回 B 点时刻的读数， 
我们必须认为这两个读数的中间值与信号到达4点的时刻: r G 是同时的，该 
时刻为 

x° -f Ax° = x° -h |(dx 0 ( 2 ) + dr 0 ⑴). 

将 （84.5) 代入上式，找到发生在两个无限接近的点的两个同时事件的“时 
间” /值 的差，具有下列形式， 

Ax ° — 一 尽 三 g a dx a . (84.14) 

这个关系使我们能够在空间的任何尤限小的体积内来校准钟.从4点继续作 
类似的校准，我们可以沿任何（非闭合的）曲线校准不同的钟，也就是说我 
们能够确定事件的同时性 

然而，一般来说，沿着某条闭合路径来校准时间是无法做到的.事实上， 
沿着闭合路径行进，又回到原来出发的耶一点，我们会得到一个不等于零的 
△ x G 值.要在整个空间中统一地同步时间尤其是不可能的，只有在各量 
都为零的参考系中才是例外 ®. 

① 给等式 （84.14) 乘以 goo 并 ft 将两个项移到等式的 一边. 可以将同步条件表示为 dx 0 = 

^ fo . dx * = 0：两个无限接 近的同 时发生的事件之间的“协变微分 " da : 0 应该等于零. 

② 这里还应该补充一种情况，就是3 可以通过时 问坐标 的简笮变换化为零，并且这种 

变换不能触及用于确定空间坐标的物体系统的选取. 
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应该强调，不可能对所有的时钟同步适任意参考系的特征，而不是时空 
本身的特征.在任意一个引力场中总是吋以选择（甚至无穷多的方法）这样 
的参考系，使得的 H 个值恒等于0,进而使得时钟的完全同步成为可能 
(见 §97). 

在狭义相对论中，两个相对运动的时钟的间有时流动已经不同.在广义 
相对论中，同一参考系里的不同空间点的间有时以不同的方式流动.这意味 
着，发生在某一空间点的两个事件之间的间有时间隔，与发生在另一空间点， 
并与前两个赛件同时发生的另两个箏件之间的时间间隔，一般说来也是不同 
的. 


§85协变微分 


在伽利略坐标系中©， 矢倣次 的微分 cL 4 i 仍然是矢坫，而矢 M 的分量 
对坐标的导数构成一个张在曲线坐标中就不是 这样； cL 4 i 不是 
矢 M ， 心不是张这是由于 dA 是处在空间不同点（相距无限近）上 
的矢量之差，而在这些空间不同点上，矢量的变换是不同的. W 为变换公式 
(83.2), (83.4) 中的系数是坐标的函数. 


这些都不难直接证明.为此，我们求微分在曲线坐标中的变换公式. 
一个协变矢 M 是按照公式 


Ai = 


dx’ k 

dx l 


A 



变换的，闵而 


dAi 


dx ,k 

dx j 


dA[, + ^.d 


dx ,k 

dx { 


ri 2 ^r fk 

ox ^ d A[^A f k ^-^dx l . 


dx 


dx i dx l 


闵此， cU , 根本不像矢 M —样变换（逆变矢 M 的微分当然也是这样）.仅 
仅当二阶导数 3 2 ： r ^7^ rWj ^ = 0时，即'与 : r ☆是的线性闲数时，变换公式 


有以下的 形式: 


dA 


dx， k 


就是说， cL 4 i 像矢 M —样变换. 

现在我们研究张量的定义，其在曲线坐标内所起的作用，正如^^/沃^ 
在伽利略坐标中所起的作用一样，换句话说，我们应当将从伽利略 
坐标改换到曲线坐标中去. 


在曲线坐标中，为了得到矢量的微分，而这个微分要有矢坫的特性，那 
么，两个相减的矢 fi 就必须在空间的同一点.换句话说，我们必须用某一个 
方法将彼此相距无限近的两个矢量中的一个“移”到第二个矢量所在之点， 


①更一般地，只要 gu , 各 M 是常数. 
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在此之后，我们求两个矢 M 的差，现在这两个矢 Ht 是处在空间的同一点.这 
个移动运算的本身必须如此定义，使这个差在伽利略坐标中与普通微分 cL 4, 
相合.既然 cL 4 i 不过是两个相距无限近的矢最的分量之差，这就意味若，当 
我们用伽利略坐标时，矢设的分最经过移动的操 作应肉 不发生改变.而这样 
的移动正是矢 W 与它 f 彳己平行的移动. 矢鬚:作平行移动时，它在伽利略坐 
标中的分 M 不变； 假如应用曲线坐标，那么，一般来说，在这样移动时，矢 M 
的分址要改变 . W 此，在曲线坐标中，在将一个矢坫平行移动到另一点以后， 
两个矢 M 的分 M 之差与移动前两者之差（即微分 d 次） 不相等. 

所以，为了比较两个相距无限近的矢最，我们应当将其中之一平行移动 
到第二个矢 W 所在的点.让我们考虑一个任意的逆变矢假如它在？点的 
值是那么，在邻近之点:^ 它的值就是 W + dW . 我们将矢 MW 作 

无限小的平行移动，移到 d + dd 点，这时矢量的变化川64来表示.现在位 
于同一点的两个矢量之差用 DA 来表示，则等于 

= (1A 1 - bA\ (85.1) 

一 个矢量在作无限小的平行移动时，其分阽的变化 6 v 4 l 与分敁本身的值 
有关，且这个关系显然应当是线性的.这点可以直接从下述事实来推断，即两 
个矢 M 之和必须按照每个矢最的变换规则来变换.闵此，有下面的 形式： 

6^ = -r l kl A k dx l , (85.2) 

其中，是坐标的函数，其形式当然与坐标系有关，在伽利略坐标系中，/ ^=0. 

由此已可看出 ，/^ 各 M 并不构成一个张以， W 为假如在一个坐标系中 
一个张 W 为零，那么，在任何其他坐标系中它都为零.在曲线坐标中当然不 
可能使所有在全空间中都为零. 

但是等效原理要求通过适当的坐标系选取能够在给定的无限小空间区域 
消除引力场，也就是说使 各敁 为零.在下面 §87 节我们会看到 rt 扮演了 
场强的角色 .® 

r kl 各量称为联络系数或者克里斯托夫符号. 

以后我们还要使用八#各量 ©, 其定义 如下： 


r iM = g im r^. (85.3) 

①帟我们谈及伽利略坐标系时.所指的其实是这样的坐标系.为了简便起见才简中地称之 
为“伽利略坐标系”.进一步而言.所有的证明不仅对平 ft 空 N 成立.对芎曲的四维空间同样成 


立. 


②有时候用符号 



相应地来代锊和 r iM . 
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反过来， 

r kl = g im r mtkl . (85.4) 

不难建立协变矢 M 的分量在平行移动下的变化与克里斯托夫符号间的关 
系.为此，我们指出，一个标 M 在平行移动时是不变的.就特例而言，两个矢 
ft 的标积在平行移动时是不变的. 

设次和妒是任意的协变和逆变矢 W ，则从6(次逆）= 0,我们有 

B^Ai = - AibB 1 = r kl B k Aidx l r 

交换指标可得 

B { bAi = r^AkB^x 1 . 

鉴于庄 的任意性，由此可得 

bAi = r ^ A k dx l , (85.5) 

此式决定协变矢量在平行移动后的改变. 

将 （85.2) 和 dW = 代人 （85.1) 式可得到 

ox 1 

DA ^ f ^ + ri ^ dx 1 . (85.6) 

同理，对于一个协变矢量，可求得 

D ^ = (詰 - rHA k ) dx l . (85.7) 

(85.6) 和 （85.7) 两式的括号内的表达式是张量，因为乘以矢量 dd 后, 
其结果是矢量.显然，这些张量就是导数概念在曲线坐标中的推广.这些张量 
分别称为矢量 W 和木的协变导数.我们用和来代表它们.于是， 

DA 1 = A 1 ； idx l } DAi = Ai - idx \ (85.8) 

而协变导数本身是 

f)Ai 

Ai;l = h^ ritAk , (85 . 9) 

力 M = ^ f - rHA k . (85.10) 

在伽利略坐标系中，=0,协变微分化为普通微分. 
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计算一个张量的协变导数并不困难.为此，我们必须决定这个张量在无 
限小的平行移动下的变化.例如，我们来考虑任意一个逆变张量，这个张量 
是两个逆变矢量之积 A ^ B k , 在平行移动下，我们有 


b ( A i B k ) = A l bB k + B k bA i = -^ r ^ dx 111 - B k ri m A l dx m . 
由于这个变换是线性的，对于任意的张量我们也应 当有： 


bA ik = 


(85.11) 

将此式代人 



DA ik 

= dA ik - bA ik = A ik ; t dx l , 


我们求得张 tt 的协变导数 如下： 


A ik ;l = 

—^ r ml A^ k r^A im . 

(85.12) 

用完全相似的方法，我们得到混合张域和协变张量的协变导数 如下： 

■^\；1 = 


(85.13) 

^ik\l = 

磬 -/TT 心 H 

(85.14) 


用类似的方法，可以决定一个任意阶张 ill ： 的协变导数.这时，我们得到如下的 
法则： 为了得到张 tt 4::对 V 的协变导数，我们在写下普通导数乂4:::/次^之 
后，对每个协变指标 i(A ： v) 加上 -r ； jA: k 一项，而对于每一逆变指标 ((A*：) 
则加上 +r i kl A ： k ； 一项. 

很容易证明，乘积的协变导数的求法与乘积的普通导数的求法是一样的. 
为此，我们必须将标的协变导数看做为普通导数，也就是看做为协变矢 
量仰= dip / dx k , 这和以下事实相符：对于一个标置 ， 知= 0 ， 因此 Dp = dp . 
例如，乘积 AiB k 的协变导数是 

假如在协变导数中将表示微分的指标上移，我们就得到所 谓逆变导数. 
因此， 

Ai ;Ac = g kl A ul , A^ k = 

现在我们来写出克里斯托夫符号从一个坐标系变换到另一个坐标系的变 
换公式. - 




• 268 • 


第十章引力场中的粒子 


比较定义协变导数的方程两边的变换规律，并且要求这些规律对于两边 
都是一样的，就可以得到这些公式. W 此，经简单的计算后可得到 


pi _ p/rn 
1 kl = 1 nv 


dx { dx hl dx fp d 2 x hn dx i 


p dx ,m dx k dx l dx^dx 1 dx f 


(85.15) 


从这个公式很明显地可以看出， / l z 仅在线性坐标变换下和张量一样变换（这 
时 （85.15) 式中的第二项为零）. 

但我们发现，上式第二项按照指标 A :，/ 是对称的，因此在对差值= 
r kl - r lk 进行坐标变换时就消掉了 • W 而该差值按照张 M 法则 变换： 


s ii = 


dx 


rn _ 

np dx， m 


Ox fu dx^ 
dx k dx 1 


也就是说它是张量，称做空间的挠率张量. 

现在我们来证明，在基于等效原理的理论中，挠率张坫应该为零.实际 
上，正如已经说过的，按照等效 原理应 该存在“伽利略”坐标系，在其中给定 
的点 / i 的值为零，相应的也一样.由于5^是张 M ， 那么，在一个坐标 
系中为零，它将在所有的坐标系中都为零.这意味若克里斯托夫符号按照下 
指标应该是对 称的： 

(85.16) 

显然 

r^ki = 尸 m *：. (85.17) 

在通常情况下总共有40个不同的值——对应每一个指标 i ， 指标和 Z 
的取值有10对不同的组合（指 标/和 互换位背的一对克里斯托夫符号视做 
等同）而 i 可以有4种取值. 

在 (85.16) 的条件下公式 （85.15) 使得我们可以证明上文所作的关于坐 
标系选择的结论，就是说针对任何一个预先指定的点，总是能选择一个坐标 
系，使得所有 rh 的值在该点为零（这样的坐标系称为局部惯性系或局部测 
地系，见 §87®). 

实际上，假设选取坐标原点为指定的点，并且在该点具有（在坐标 
系 V 中）初值 ( r * z ) 0 . 在该点的邻域作变换 


x fi + ^( r kl ) 0 x k x l . (85.18) 

①同时吋以指出，通过适当地选取坐标系可以不仅在给定的点上,而且能够沿笤给定的世 
界线将所有的厂^化为零（这个论点的证明可以在这本书屮找到： P . K . Rashevskii t Riemannian 
Geometry and Tensor AnaZysb , Nauka ( II . K . PameBCKMfi , PMMaHOBa reoweTpMH m TCH 3 opHuft aHa ; iM 3, 
Hayna ), 1964, §91). 
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那么 

( >)2 r /m n r i \ 

a^o^) 0 = {r ^ (8519) 

按照 (85.15), 所有 r ; 为零. 

我们畚重强调，在这里条件 (85.16) 是非常 m 要的： 等式 （85.19) 左边的 
表达式按照指标 A :，/ 是对称的，因此等式的右边部分也应该是对称的. 

我们指出，对于变换 (85.18). 满足 



N 此它不会改变指定点上的 ft •何一个张敁的值（也包括张最所以克里 
斯托夫符号的归零和把 ga 化为伽利略形式可以同时实现. 

§86克里斯托夫符号与度规张量的关系 

我们来证明度规张量的协变导数等 于零. 为此，我们注意到，关系式 

= g ik DA k 


对于矢 ttD 次，和对于任何矢最一样，是成立的.另一方面，次所 
以 

DAi = = g ik DA k + A k Dg ik . 

同 EM , = giJ JX 4 fc 比较，并注意到矢 M T 是任意的，就可得到 

= 0- 


由此直接推出，协变导数 

Sik;l = 0* (86.1) 

因此，在协变微分时，可以当做常 M . 

要通过度规张 M ga . 来表示克里斯托夫符号 rh ， 我们可以利用方程 
g ik ；i = o . 为此，按照张 tt 的协变导数的普遍定义（85.14)，我们写出 


gik;l = _ SrakTil 1 - grrn^kl = ~ 厂一 厂 i ， fc / = 0. 


dx l 


dx l 


由此，的导数可用克里斯托夫符号表示出来®.我们写岀 gifc 的导数值，并 
将指标 i ， fc ， Z 换位， 得到： 


dgik 

dx l 


+ Fi，kl 


Ogu 

dx k 




厂 i，ki + f)，ik 


dgki 

dx { 


— Fl，ki — l \ li . 


①因此，选择局域测地坐标系意味着，在给定点度规张 M 分 M 的所有一阶导数均为零. 
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取这些方程之和的一半，注意到 r iM = r Uk $ 我们就可求得 

〜=+砮-砮 )• _ 

由此我们得到符号 r kl = g iTn r m ,ki 的表达式 如下： 

= k m (智 +昝 - _ • _ 

这些公式就是我们所要求的用度规张量表示克里斯托夫符号的式子. 

现在我们来推导对今后有用的缩并克里斯托夫符号的表达式.为此, 
我们计算由张量 gifc 的分量所构成的行列式 g 的微分 cig ; 取张量的每个 
分量的微分，乘以其在行列式中的系数，亦即乘以相应的子行列式，就可得 
到 dg . 另一方面，大家知道，与 ga 互逆的张的分 M ， 等干 gik 的子行 
列式除以其行列式.因此行列式 g 的子行列式等于 gg ' 由此可见， 

dg = gg ik dg ik = - ggikdg ik (86.4) 


( 既然 gikg lk = $ = 4，那么， g lk dg ik = - gikdg lk ) 
从 （86.3) 式，得到 




1 im ( Ogrnk 

2 S V ^ 


3grni ^Ski 
dx k dx m 


). 


将括号中第一项和第三项的指标 m 和 i 改变位置，我们看出，这两项互相抵 
消，所以 _ 


pi 一 2. cr* m 谷沿 m 
•、 lki ~ 2 g 

或者，按照 （86.4) 

r i = 1 % = ^lny^g 

kt 2 g dx k dx k 

写出 ^ l 2 r kl 这个 《 的表达式是有 益的； 我们有 


(86.5) 




kl j m 


g g 


dx l 


1 dgki \ 
2 dx m ) • 


利用 （86.4), 这个式子可以化为 




( 86 . 6 ) 


为了以后的各种运算，我们要记住逆变张量 g lfc 的导数与 ga 的导数有 
以下的 关系： 

『_ jt k dgu 

gtl dx 771 ~ ^ dx m 屬 


(86.7) 
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(通过将纠庐=矽微分而得 到）. 最后我们指出， g ifc 的导数也可以用各 
量来表示，从恒等式= 0直接得出 


dg tk 

dx l 


=一 rLg mk - rLg im . 


( 86 . 8 ) 


将矢量的散度概念推广到曲线坐标中，并利用已经求岀的公式，我们可 
以用便利的形式写出散度的表达式.利用 （86.5) 式，我们有， 




dx 


dx 


dx 1 


或者，最终得到， 


A ： 


1 d{y/-gA l ) 


(86.9) 


v/^g dx { 

对于反对称张量的导数，我们可以推出类似的表达式.从 （85.12), 
我们有 

尥 =^ + O 气 


dx k 


但是既然乂 = 所以 


rLA mk = -n m A km = o. 

将厂 ife 用（部. 5) 式替换，结果我们得到 

A ik _ 1 d(y/^gA ik ) 

;k ~ sTg dx k • 


( 86 . 10 ) 


现在假设是对称 张量； 我们来计算它的混合分量的表达式.我 

们有 

^ = S + = rl - A - 

其中的最后一项等于 

(dgu dgki^ — dg ik \ kl 

2 、 dx k dx { dx 1 J 

由于张量的对称性，括号内有两项互相抵消，于是留下 

- (8611) 

在笛卡儿坐标中 ，為 是一个反对称张设.在曲线坐标中，这个 
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张狱 是山; 但是，借助于的表达式，而且由于/^ = 我们有 




dAj _ dA k 
dx k dx i 


( 86 . 12 ) 


最后，我们将标量 p 的二阶导数的和变换到曲线坐标中去 .M 

axiox 1 

而易见，在曲线坐标中，这个和化为但是％ = d ^/ dx i ,因为一个标量 
的协变微分就是普通微分.将指标上移 i 我们有 



d^p 

dx k 


1 


利用公式（86.9)，我们求得 



_J d_ 

y/^dx 1 





(86.13) 


值得注意的是 ，一 个矢 lit 沿一超曲面的积分变为在一个四维体积上的积 
分的高斯定理（83.17)，按照 （86.9) 可以写为 


= _4) 

§87引力场中粒子的运动 

在狭义相对论中，一个自由粒子的运动由最小作用 M 原理 

bS — —mcb J ds = 0 (87.1) 

来决定，按照这个原理，粒子是这样运动的，它的世界线在两个给定世界点 
之间是一条极值 曲线； 在我们的情形下，这是一条直线（在普通5维空间，它 
与匀速直线运动相应）. 

显而易见，一个粒子在引力场中的运动为与 (87.1) 式同样的最小作用量 
原理所决定，因为引力场不是別的，只是四维空间度规的改变，而这个改变 
也只是表现在 d . s 用 df 表示的式子内的变化而已.因此，在引力场中，粒子 
是这样运动的，它的世界点沿着极值曲线运动，或者如通常所说，沿着四维 
空间: r 0 ，:/: 1 ，：!： 2 ,：!： 3 中的测地线 运动； 然而，因为在存在引力场的情况下，时空 
不是伽利略的， W 而这条线并不“直”，粒子的真实空间运动就既不匀速，也 
不是直线的了. 

作为再次从最小作用量原理出发（见本节习题）的替代方案.吏简便的 
办法是通过对狭义相对论中粒子的自由运动的微分方程进行相应扩展来找到 
粒子在引力场中的运动方程.在伽利略四维坐标系中，一个自由粒子的运动 
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方程是 du l /ds = 0或 dY = 0,此处的 V = dx l / ds 是四维 速度. 显然，在曲线 
坐标中，这个方程可以推广为方程 


Du 1 = 0. (87.2) 

从矢量的协变微分的表达式（85.6> 我们可得 


dw f + ri t u k (lx l = 0. 


用 ds 除这个方程，我们求得 


d 2 ^: 1 

ds 2 


n t 


dj :* dx l 
ds ds 


= 0. 


(87.3) 


这就是要求的运动方程.我们看出，一个粒子在引力场中的运动取决于 
r kl 各量.导数 d 2 xVds 2 是粒子的四维加速度.因此，我们可以称 - ml ^ u k u l 
这个 M 为“四维力”，这个力作用在位于引力场内的粒子上.这时，张 M got 
起引力场的“势”的作用——它的导数决定场的“强度 

在§85中曾经展示，通过选择相应的坐标系，总是可以将任意指定的时 
空点上的所有归零.现在我们可以看到，选择这样的局部惯性参考系意 
味着在指定的无限小的时空单元内消除引力场，而这种可能性就是相对论引 
力场论中等效原理的表达 

引力场中粒子的四维动量还像以前那样定义： 


V 


men 


(87.4) 


它的平方是 


PiP % = m 2 c 2 . (87.5) 

用代替我们便得到粒子在引力场中的哈密顿-雅可比 方程： 


g 


ik 


dS dS 

dx l dx k 


m 2 c 2 


0. 


(87.6) 


①问时我们给出通过四维加速度的协变分 M 表示的运动方程的形式.从条件 D % =0得出 

dui 


ds 


厂 


将 (86.2) 中的 r kM 代入1：式，两项相消，于 是得到 

du f 1 dgkt k i 

- u u 

ds 2 dx l 


0. 


(87.3 a ) 


②在 §85 扱后一个脚注中也提到选取“沿给定的世界线的惯性”参考系的可能性.特殊情 
况下, 如果这条线是时间坐标线（沿若它 x 1 ，：!： 2 ，：!： 3 = const ), 那么在给定的空间体积元内,引力 
场在任何时候都将被消除. 
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将它与相对论的作用量 - me / d « 相比较，我们看出，在所考虑的极限情 
形下， 

ds = { c ~ h^^) dL 

取平方，略去 c — oo 时趋于0的项，我们求得 

ds 2 = (c 2 + 2(p)dt 2 — dr 2 , (87.11) 

其中已经用了关系 vek = dr. 

因此，在极限情形下，度规张 M 的分量 goo 等于 

gfoo = 1 + (87.12) 

关于其他分量，从 （87.11) 推出 g <^ = ^^, go a = 0. 然而，实际上，一般 
来说，对它们的修正与对 goo 的修正同 数话级 （关于这一点的详情，请参看 
§106). 之所以不能用上面的方法来决定这些修正是与这个事实有关的，即对 
于尽„0的修正虽然与对助0的修正同数 M 级，然而这个修正在拉格朗口量内 
产生更卨级小最的一些项（因为在 ds 2 的式子中，分不乘以 c 2 , 而 goo 
却要乘以 c 2 ). 


习 



从最小作用量原理 (87.1) 出发推导运动方程 （87.3). 
解：我们有 


6d.s 2 = 2ds6ds = b(gikdx l dx k ) = dx 1 dx k bx l + 2giA ： dx l d6x A; 


因此 


bS 


= - mc /{ 


dx l dx k dgik k / dx l dbx k 

2d7-d7*5? 6x 


1 dx l dx k c i 


2 d.s ds dx l 


bx l 


ds ds 


i{ gik %) bx ^ ds 


(在进行分部积分的时候考虑到积分范围两端 =0). 在第二个被积分项 
中用指标 Z 替换指标 A :. 那么，在对 6 V 进行任意变分时令系数等于零，我们 
得到 


1 t k ^ik 

2 U u a ? 



dgtk 

dx l 


-gu 


du l 

ds 


u l u k 


dgu 

dx k 
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这里指出，第三项可以写成如下形式 

-l u i u k + 

2 、 dx k d^-yj 1 

引入克里斯托夫符号 r l>ik ,按照 （86.2) 我们得到 

gil dg + = 0 * 

通过上移指标/即可得到方程 （87.3). 

§88恒定引力场 

如果能够选择参考系，使其中度规张 tt 的所有分 M 均不依赖于时间坐标 
能满足这样条件的引力场称为 恒定引 力场； 时间坐标称做 世界时间. 
世界时间的选择不是唯一的，如 果给/ 加上空间坐标的一个任意函数， 
所有的 Ait 仍 I 口没有包含: r G ; 这个变换相应于在空间每一点选择时间原点的 
任意性 ®. 此外，世界时间还可以乘以一个任意常数，即世界时间测 M 单位的 
选择是任意的. 

严格地说，只有一个物体产生的引力场才能是恒定的.在多个物体构成 
的系统中，它们互相之间的吸引会导致运动，其结果是它们产生的引力场不 
可能恒定. 

如果产生引力场的物体是静止的（在一个 Ait ^ 无关的参考系内）， 
这时，两个时间方向是等价的.在空间所有点适当选择时间原点，间隔 d . s 在 
改变: r G 的符号时应当不变.从此可以断定，在这种情形下，度规张设助„的 
所有分量都为零.这类恒定引力场称为静态引力场. 

但是物体的静止状态并不是产生恒定引力场的必要条件.网绕 ft 己的对 
称轴作匀速旋转的轴对称物体产生的引力场同样是恒定的.但在这种情形下， 
两个时间方向绝不是等 价的； 假如时间的符号改变，那么，例如，旋转的角 
速度的 符弓也 将会改变.敁而易见，在这种类型的恒定引力场中，度规张 M 的 
分 M —般来说并不为零.我们称这一类恒定场为稳态引力场. 

①容 易肴到 ，在这个变换下.空间度规应该是小变的.实际上，利用任意的闲数 /( X *, T 2 . X 3 ) 
作如下锊换 

X 0 — » + /(*' , X 2 , X 3 ), 

分按照下列各式替换 


gali —* guff + goof.af.0 — gOnf.li — go^f.n , 
gOa —* gOa — goof,a, gOO gOO, 


其中 f , a = df / dx a . 在此条件下，显然，三维张设 (84.7) 保持不变. 
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在恒定引力场中世界时间的意义 在于： 在空间某一点发生的两个事件的 
世界时间间隔，同发生在空间另一点的任何另外两个事件之间的世界时间间 
隔相等，如果这些事件分別与第一对事件（在§84解释的意义上）是同时的. 
但相同 的肚界 时间/的间隔在空间的不同点上对应着不同的固有时 r 的间 
隔.世界时间与固有时的关系，即公式 （84.1) 现在可以写成 

T = -y/goox°, ( 88 . 1 ) 

这个关系式可以应用于任何有限时间间隔. 

假如引力场是弱的，那么，我们可以用近似式 （87.12) 和 (88.1) 得到 

t = t ( 1 + ?)- ( 88 . 2) 

闵此，间有时流逝得愈慢，空间一给定点的引力势就愈小，也就是说引力势 
的绝对值愈大（以后在§96中，可以证明 p 是负的）.假如将两个完全一样的 
钟之一置 T 引力场内，那么，在引力场内的钟要走得慢些. 

上面已经指出，在静态引力场中，度规张域的分最是零.按照§84的 
结果，这就意味着，在这样一个场中，钟的同步在整个空间都是可能的.我们 
也应注意，在静态场中，空间距离元不过是 

dZ 2 = —(88.3) 

在稳态场中，不等于零，在整个空间中时钟的同步是不可能的.既然 
与/无关，那么在空间不同点发生的两个同时事件的世界时 N 之差的公 
式 （84.14) 可以写成如下 形式： 

Ax ° = - f (88.4) 

J goo 

$ 沿着一条线同步钟时，式 （88.4) 对 T 这条线上的任意两点都适用.当沿着 
一条闭合问路同步钟时，世界时间之差（它在冋到出发点时应该被记录下来) 
等于沿着闭合回路所取的积分 ◦ 

Ax ° = - <f g ^ dxC '. (88.5) 

/ goo 

让我们来考虑一条光线在一恒定引力场内的传播.在§53中，我们已经知 
道，光的频率是程函分的时间导数（符号相反）.因此，用世界时间 W / c 表示 

①如果和式 g . iodzVgoo 是空间坐标的某一函数的全微分,则积分 （88.5) 恒等丁•苓. 然而 
这种情形只意味荇，我们实际上处理的是静态场，通过形如 - x ° + /( x -) 的变换总足可以使 
所有变为零. 
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的频率是 U；o = - C 00/ 次 r G . 既然恒定场中的程函方程 (87.9) 不显含/，那么， 
在光线传播时，频率吻保持不变.用固有时来测玷的频率是0；= - 决/，/ 扣； 这 
个频率在空间的不同点是不同的. 


由于关系式 

_ d%l) dx° _ d%l) c 
dr dx° dr dx° y/goo 

我们就有 ' 

U；o 

UJ = ——=• 

\/g00 


( 88 . 6 ) 


在弱引力场中，由此可近似地得到 


Lj = LJo ( l-^y (88.7) 

我们看出，光的频率随着引力场的势的绝对值的增加而增大，也就是说，当 
光射向产生场的物体时，频率就随之而 增加； 反之，当光离开物体时，频率 
随之而减小.假如一条光线从一点射出，而这一点的引力势为光线（在 
这一点）的频率为 u ;， 那么，当到达引力势为内的另外一点时，光线的频率 
(以在那一点的同有时来测 M ) 就等于 

rVO-f) 

C 2 

例如，在太阳上观察到的由太阳上的原子所发出的光谱线，与在地球上 
观察到的由地球上的同样原子所发出的光谱线是一样的，假如我们在地球上 
观察太 阳上的 原子所发出的光谱，那么，根据上面所说的，光谱线对于地球 
上的同样原子所发射出的光谱线而言就会有些移动.每条以0;为频率的光线 
将移动一间隔 Au ;， 而 Au ; 由公式 



A^= (88.8) 

(r 

所决定，其中的和 W 2 分别是光谱发射点和观察点的引力场的势.假如我 
们在地球上观察由太阳或恒星所发出的光谱，那么， | v ? i | > |外|，从 （88.8) 可 
以断定 △ u ；<0, 就是说，移向频率减小的方向. t 述的现象称为 红移. 

根据前而关于世界时间的讲述，可以点接解释发生这个现象的原 W . W 
为场是恒定的，光波从空间中一给定点传播到另一点的过程中，某振动所需 
的世界时间间隔与时间 x w 无关. W 此很明显，在单位世界时间间隔内 所发生 
的振动数在光线上所有的点都是一样的.但是，对于同一个世界时间间隔，我 
们离开产生场的物体愈远，与之相对应的间有时间隔就愈大.所以，当光从这 
些物质离开时，频率将要降低，就是说，每单位间有时内的振动数将要减少. 
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当粒子在恒定场中运动时，它的能是守恒的，这个能量是用作用量对 

m 一 I .V— « # t ■- 1 klr# . f S 、 -j.- ..4.^ 、麝 ■ f f\ 、人 ■» _ »«r-t • • .» . ■ . —«r« 一彖 . 


于世界时间的导数 -C 


dx° 


来定 义的；从/ 并不明显地出现在哈密顿-雅 


可比方程中这一事实就可推出该结论.这样定义的能 y ： 是协变四维动站矢 m 
P fc = mcwfc = mcgfcjW 11 的时间分姑.在静态场中， d . s 2 =助以扣 0 ) 2 — d / 2 ，闵而对 
于能量（我们用怂表示），我们有 

縿 2 da : 0 9 cLe° 

&o = mc goo-7- = me goo—p=====. 

ds y/goo(dx 0 ) 2 - d / 2 

我们引入用间有时来测 w 的，亦即由在给定点的观察者来测的粒子速 

度， v 

dl cdl 

X )——=- ， 

dr ^/ goodx 0 

则我们得到能量 


d [ 

dr 


(88.9) 




这是在粒子运动时守恒的设. 

容易证明，能量的表达式 （88.9) 在恒定场中也成立，只要速度 u 以固有 

时测量，固有时由沿粒子轨道同步的时钟确定.如果粒子在世界时间的/时 

刻从 A 点出发，并且在 a ： Q + dr G 时刻到达无限接近的 Z ? 点，那么现在为了 

确定速度就不应该取时间段 ( x ° + da : 0 )- a : 0 = dx °, 而应该取 xU + d # 和时刻 

x 0 _ SOa dxa 的差值，后者在 B 点与火点的#时刻是同 时的： 

Soo 

(x° + dx°) — (x° — = dx° + ^^dx a . 

\ goo / goo 

给上式乘以 s / g ^/ c . 我们得到相应的固有时间隔，则速度是 

作 cdx a … 

v = —= -， (88-10) 

y/h(dx° — g Q da: a ) 

其中我们引人了表示 符号： 

g a = 一^1， h = g 00 (88.11) 

goo 

来描述三维矢量 g (已经在§84中提到过）和三维标量 goo . 速度 t ； 的协变分 
坫就像具有度规 ip 的空间中三维矢量的协变分量，而这个矢量的平方应该 
相应地是®: 

V Q = y V 2 = v a v a . (88.12) 


ga 


h = goo 


( 88 . 11 ) 


①接下来我们将不止一次地在讨论中与四维矢 tt 和四维张 M —起引人 5 维矢虽和张钕，后 
者定义在具有度规的空 间中； 已经引入的矢 M g 和 v 就是这种类型的特例.四维张 M 运界 
(包括指标的上移和下移）利州度规张 tt 进行 . ifti = 维张 M 运箅则利用张 tt ，峰 为了避免 
由此 n 〖能产生的误解.凡是用于表示三维 M 的符号，我们将不用其表示四维 tt . 
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我们指出，在这样的定义下，间隔心可以通过速度用平常的形式表示 出来： 



(88.13) 


(88.14) 


代入 (88.14) 后得到 (88.9) 式 • 

在弱引力场和低速运动的极限条件下，将 goo = 1 + 2^/ c 2 代入（88.9)， 
近似得到 

So = me 2 + 4 - rwp ， (88-15) 

其中为粒子在引力场中的势能，与拉格朗日量 （87.10) 对应. 


习 题 


1. 求恒定引力场中作用在粒子上的力. 

解： 针对我们需要的分量找到下列表达式 

厂& = 

^00 = ~ s'ff) - ⑴ 

厂多 7 = + ^[g/3{g^ - ) + gyig'ff - + ^S0g-f h ' a - 

在这些表达式中所有的张量运算（协变微分，指标的上移和下移）都在 
带有度规7^/3的三维空间里针对三维矢量和三维标量 /i (88.11) 进行；入& 
是三维克里斯托夫符号，由张量乂/?的分量构成，如同 gifc 的分量构成厂^那 
样；在计算时使用公式 （84.9) — (84.12). 

将 （1) 代入运动方程 


A lt oi 

石= - rs ,( u 0 ) 2 - 2 , 0 >V - r ^ u 0 u \ 
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对四维速度的分量应用公式 （88.14), 经过简单的变换得到 

h' a _ - g^)v 0 一 仏”〜 7 

2h ( x ■ ?) c ( 1_ ?) 

作用在粒子上的力/是它的动量 P 对（校准的）固有时的导数，可利用 
三维协变微分来 确定： 




因此从 （2) 我们得到（为了便利将指标 a 下移） 



{ _ 6 lnv 4 + w (磬-磬) 



或者采用一般的三维的矢量表示方法① 


me 2 


1 - 


= | —grad In Vh + \/h— x (rot g )| 


⑶ 




①在三维曲线坐标中单位反对称张 M 如下定义 

其中 e 123 = e 123 = 1, 而当两个指标互换位筲时会改变符号（对比 (83.13),(83.14)). 与此相应， 
与反对称张 M = a #，— 对偶的矢 tt c = axb 具有分 tt 




^ = y/ 7 ^ 0 ya li b y , c° = — ^― 


7^ 




反过来 


Cjj/? = ^T^ar/3*Tr ^ 






特別地， rota 在这个意义上应该理解为和张钕 a„ ；Q - a 0； „ = 
它的逆 变分置 

( rota )° = 」一 e 响 f 〜- • 
V ) 2^ \ dx ^ dx ，） 

与之相关我们还应提到，矢 tt 的三维散度 


dap da 0 
dx a dx^ 


对偶的矢 M ， 于是 


div 


v /7 


( V ^7< 


(对比 （86.9)). 

和正交曲线坐标中三维矢 M 运算经常使用的公式（例如，见本教程第八卷 附录） 进行比较时, 
为了避免误解我们指出，在这些公式中矢的分 M 指的是 y / gTTA l (= ^ A ^), y / g ^ A \ y / g ^ A 3 
各董. 
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我们指出，如果物体静止，那么作用在它上面的力 （（3) 式中的第一项） 
具有势.在运动速度很小的时候 （3) 式中的第二项具有类似于科里奥利力的 
形式 mc\/hv x (rot g ) ,后者产生于以如下角速度旋转的坐标系（没有场）中： 


17 = ^ y/hvot g. 


2 


2. 导出光线在恒定引力场中传播的费马原理. 
解: 费马原理（见 §53) 的内容是 

S I fc a di a = 0, 


其中的积分是沿着光线而取的，而被积函数必须以频率峋 （ u ; 0 沿光线是常 
数）和坐标的微分来 表示. 注意到 A : 0 = - dip / dx ° = u ; 0 / c , 我们可写出 


— = k 0 = goik 1 = g 00 k° + goak a = - g a /c n ). 

c 

将此式代入 fciA : 1 = = 0, 并写成 


h(k°- gct k a ) 2 -^ a(j k a k 0 = O, 


我们便得到 


iC 9) ~ 7 ^ 0 ^ = 0 - 


又根据矢量 fc Q 应当与矢量 dx Q 同方向的事实，我们便求得 

ljq dx a 


k a 


c\/h ^ 


其中， dZ (84.6) 是沿着光线的空间距离元.为了求匕的表达式，我们写出 


k Q = g at ki = g a %+ g a % = -g a —- 7 a %， 


由此 


众 at 


=~ 7 a /9 + ^ = - 


^0 / 1(X0 


dx 3 


+ Set 


最后，乘之以 d〆 


y/h 

我们得到下面形式的费马原理（略去常数因子 LJo / c ) 


S 


/( 


y/h 


+ g a dx Lt ) = 0. 


在静态场中，我们简单地得到 


S 


dl 


0. 


请注意这个事实，在引力场中，光线并非沿着空间最短的线传播，因为沿着 
空间的最短的线应该由方程6 / d / = 0 确定. 
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§89旋转 

作为稳态引力场的一个特例，我们来考虑匀速旋转参考系. 

为了求间隔如，我们来做一个从静止（惯性）系到匀速旋转系的变换.在 
静止的坐标系(我们使用柱坐标 〆 , 〆 ， 〆 ）中，间隔有如下 形式： 

ds 2 = c 2 dt 2 — dr /2 — r /2 d〆 2 - dz ^. (89.1) 

设在旋转系中的柱坐标为 T ' 屮 假如旋转轴与2轴和 〆 轴重合，那么，我 
们有 T 1 = r,z r = 2 , ^ fit , 此处的为旋转的角速度.将这些式子代人 

(89.1)，我们得到所求的在旋转参考系中间隔的表 达式： 


ds 2 = ( c 2 — Q 2 r 2 ) dt 2 — 2 Qr 2 dipdt . — dz 2 — r 2 d < p 2 — dr 2 . (89.2) 


必须注意，旋转参考系仅仅可以应用到距离转动中心 c / P 的范围之内.事实 
上，从 （89.2) 可以看到，当 r 〉 c //? 时，变为负值，而这是不允许的.旋转 
系对于大的距离之所以不能应用是因为在大的距离处，速度将大于光速，因 
此，这样的参考系不可能用真实的物体来实现. 

同在一切稳定场中一样，在旋转物体上的钟不可能在所有点上都被单值 
地校准.当沿着任何封闭曲线进行钟的校准并回到出发点时，我们得到一个 
时间，这个时间与原来的时间的差值是（见 (88.5)) 

Ajl 1 jfgOaj Q 1 I 

At = 一一 J‘ dx =》十7^， 

假设 fb/c « 1 ( 即旋转速度比光速小得多），则差值是 

At = ^ J r 2 d(p = dt ^- S 1 (89.3) 


其中， S 是回路包围的面在垂直于旋转轴的一个平面上的投影面积（符号用 
+或-，依我们顺旋转方向或逆旋转方向行走而定）. 

假定有一条光线沿着某一条闭合回路传播.让我们来计算光线从出发到 
冋到原点所经过的时间 <( 准确到与 t ；/ c 同数 M 级的项）.假如沿着这一 •条闭 
合曲线时间是校准 r 的，乂假设在每一点上我们都用间有时，那么，根据定 
义，光的速度将永等于 C . 既然固有时与世界时间之差与 i ; 2 / c 2 同数量级，那 
么，在计算所要求的时间间隔 f 时，若只要求准确到与 r / c 同 m 级的量，这 
个差就可以略去不计了.因此，我们有 



2U 


S ， 
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其中， L 是回路的长度.与此相应，用比值来测 W 的光速等于 

c 土 2/?^. (89.4) 

这个公式，如多普勒效应的一级近似公式一样，也可以很容易地用纯经典的 
方法求得. 


习 



求旋转坐标系统中的空间距离元. 
解： 利用 （86.4), (86.7) 我们求得 


d / 2 = dr 2 + dz 2 + 


/2 V ， 


此式决定旋转参考系中的空间几何.我们注意，在平面 2 = const 内的圆（圆 
心在转轴上）的周长与其半径 r •之比等于 


271 



f ? 2 r 2 


> 2ji. 


§90引力场存在时的电动力学方程 


狭义相对论中的电磁场方程很容易推广，使其在一个任意的四维曲线坐 
标系中也能应用，就是说，在引力场存在时，也能应用. 

f)A L fiA 

在狭义相对论中，电磁场张量的定 义是： F ik = 显而易见， 

电磁场张 M 现在必须相应地定义为 F ik = A k ; i - A i;k . 但是由于 （86.12), 


Fife = ^k\i ^i\k = 


dA k 

dx { 


dAi 

dx k 


(90.1) 


因此，和势的关系不改变.由于这个原因，第一对麦克斯韦方程 （26.5) 
也不改变它们的形式 ® : 


dF ik dFu dF k i 

dx l dx k dx l 


(90.2) 


为了写出第二对麦克斯韦方程，首先我们必须决定在曲线坐标中的四维 
电流矢 ft . 这可以用完全与§28相同的办法完成.由空间坐标元 da ^ dj ^ dir 3 

①容易发现，这个方程同时还 si 以写为 形式: 


由此它的协变性是显而易见的. 


Fik\l + + F^kl;i = 0 , 
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构成的体积元为 v ^ dV , 其中 7 是空间度 规张坫 （84.7) 的行列式，而 dK = 
cLrMPcir 3 (见§83最后一个脚注）.通过定义 de = 引人电荷密度卜 

其中 de 是体积元 / ydV 内的电荷.给这个等式两边同乘以 dx \ 我 们有： 


dedx 1 = pdx 1 y /^ dx 1 d ^ dx ^ = 




dx T 

dx ° 


(这里我们使用了公式 -g = 7^00 (84.10)). 乘积是不变的四维体 
积元，因此四维电流矢 M 等于 



pc dx l 
^/goodx 0 


(90.3) 


(其中， d ^/ d # 是坐标随“时间变化的速度，其本身并不是一个四维矢 
量！） . 四维电流矢量的分量 j G 乘以 y / g^/c 是电荷的空间密度. 

对于点电荷而言，电荷密度表示为6函数的和，类似于公式 （28.1) .然 
而，在这种情况下，应该修正这些函数在曲线坐标条件下的定义.我们将仍按 


照以前那样把 6( r ) 理解为乘积 6 ( 2 ： 1 ) 6 ( x 2 ) 6 (: r 3 )， 而不考虑坐标的儿 

何 意义； 那么在 dK (而不是 ^ dV ) 上的积分等于1: | b ( r)dV = 1 . 按照 6 
函数同样的定义，电荷密度是 


P = E "% 6 ( r _ ra )， 


r V7 


而四维电流矢量是 


j 


E 


a 


e a c 


6 (r - r a ) 


dx l 

dx ° 


(90.4) 


电荷守恒由连续性方程来表达，与 （29.4) 的不同之处仅在于将通常的微分替 
换为协变 微分： 

1 8 (^/)=0 (90.5) 


， V~s dxi 

(使用了公式 （86.9)). 

采用类似的方法可以对麦克斯韦方程组 （30.2) 的第二对进行 推广； 将其 
中的通常微分替换为协变微分，我们 得到： 


F 




(90-6) 


(使用了公式 （86.10) ) • 

最后，引力场和电磁场中的带电粒子的运动方程可通过将 （23.4) 中的四 
维加速度 d ^/ ds 替换为 D ^/ ds 来 获得： 

me — — = me 
ds 


( 


du l 

ds 


+ r kl u k u l 


F tk u k 


(90-7) 
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题 


按照如下定义引入三维矢量 E , D 和反对称三维张量 B 邸和 H a(3 ： 

Ea — ^Oay 

D Q = H^ = y/g^F^. 


⑴ 


写出给定引力场中的三维形式的麦克斯韦方程组（在带有度规的三维空 
间 中）. 

解： 上面引入的各量是不独立的.写出方程式 

Foa= gOlg a mF lm , = g Q V m ^m, 

并引入三维度规张量 7 a/? = ~g Q 0 + hg a g 0 ( g 和 / i 来自 （88.11)) ，并应用公 
式 (84.9) 和 (84.12), 我们 得到： 


D a 




B a(3 




H a0 

y/h 


g ( j E a - g a E 0 


( 2 ) 


引入矢量 H , 它们分别与张量 B n 0 和 H a 0 对偶，按照定义 


B ( 


2^/7 


e 


a /37 




1 


H a = -\Vie a01 H^ 


(3) 


(对比 §88 习题 1 的脚 注）； 引入负号的目的是为了使得伽利略坐标系中的矢 
量丑和 B 等同于通常的磁场强度）.那么 （2) 式可以写成下面的形式 

E 一 H 


D 


y/h 


Hx gl B 


y/h 


+ g x 五 • 


⑷ 


将定义 （1) 引入 （90.2) 式，我们得到方程 

dB a 0 dB， a dBf^y 


dx ^ 


dx 3 


dx a 


0, 


dB a0 dEa 一 dE(j 
dx ° dx ^ dx a 


0, 


或者，过渡到 （3) 式中的对偶量 

div J 3 = 0， rot £? 


UVlB ) 


⑻ 


Cy/^ydt 

( x ° = ct ; 算符 rot 和 div 的定义见 §88 习题 1 的脚 注）. 类似地，我们从 


(90.6) 中得到方程 


d 


y / ydx ^ 


(y/^D n ) = 4 即， 
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或者用三维的矢量 表示： 


div D = 4 即， rot/f = ) + ☆， 


其中 s 是分量为 s a = pdx 01 / dt 的 矢量. 

我们同样将连续性方程 （90.5) 写成三维形式 




iv s = 0 


⑹ 


⑺ 


读者应注意到方程 （5),(6) 与物质介质中电磁场的麦克斯韦方程组的 
相似性（当然，纯粹是形式上的）.特别地，在静态引力场中，包含对时间的 
导数的各项中的 v ^会消失，而关系式（4> 化简为 D = E/y/h,B = H/Vh. 
可以说，在对电磁场的影响这一方面，静态引力场起着介电常教和磁导率为 
S —— — l/Vh 的介质的 作用. 




第十一章 
引力场方程 


§91曲率张量 

it 我们再来讨 论矢璜 的平行移动的概念.如 §85 所述，在四维弯曲空间 
的普遍情形下，一个矢量的 X 限小平行移动被定义为这样的移动，在这个移 
动中，矢 M 的分域在一个坐标系中不改变，这个坐标系在指定的 X 限小的体 
积元内是伽利略坐标系. 

假如^ = x ^( s ) 是某一曲线的参数方程 U 是从某一点起量得的弧民）， 
那么，矢最就是与该曲线相切的申位矢 M . 假如我们所考虑的曲 
线是测地线，那么，沿着测地线 DV =0. 这就是说，假如将矢 M U 1 从测地线 
上的 一点/ 平行移动到同一曲线上的另一点？+如、那么，这个矢量将与 
在 P +办*点与测地线相切的矢量+ du { 亟合. W 此，当测地线的切线沿测 
地线本身移动时，切线将自平行地移动. 

另一方面，当两个矢量平行移动时，它们之间的“夹”角显然保持不变. 
闪此我们可以说，任意的矢以沿着任何一条测地线平行移动时，矢 ft 同测地 
线的切线所夹之角保持不变.换句话说，当一个矢 W : 平行移动时，它沿测地线 
方向的分在路程的所有点上应当是不变的. 

在弯曲空间中，有一个非常重要的情况，一个矢 W 从一给定点到另一给 
定点的平行移动，假如沿着不同的路径进行，会得到不同的结果.特别地，由 
此吋以推断，假如我们将一个矢最沿着某一条闭合问路平行地移动，耶么， 
在回到出发点时，这个矢量将不与原来的矢量重合. 

为了了解这一点，让我们考虑一个二维弯曲空间，即任意的穹曲面 . 图 
19 表示被三条测地线所包围的这样的曲面的一部分.我们来将矢 M 1 沿着这 
三条曲线所构成的回路平行移动.在沿着曲线移动时，矢量1与曲线所 
成之角保持不变，而当到达 B 点时则变为矢 S 2. 与此相似，在沿着 SC * 移 
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动时，矢量2变为矢 M 3. 最后，当矢量沿曲线从 C 点移到4点时，它 
与这条曲线所成之角保持不变，在到达4点时，该矢 M 变为矢量 1', 而矢 M 
f 与矢量1并不重合. 



图19 

现在我们来求一个矢 W 围绕任何无限小的闭合回路平行移动时所生变化 
的普遍公式.这个变化△為 t 显然可以写成 jbA k 的形式，此处的积分是沿若 
一给定回路而取的.用表达式 (85.5) 代替 6/ U ， 我们就有 

AAk = <p r^Aidx 1 ; (91.1) 


被积函数中的矢最次在沿回路移动时是变化的. 

为了对这个积分作进一步的变换，有必要指出以下内容.在问路内的各 
个点上 矢坫烏 的值并不是唯一的，它们依赖于我们到达该点所经过的路径. 
但是根据后面得到的结果，我们将看到这个非唯一性与二阶小量有关. W 此 
准确到该变换足够的一阶精度，可以将无限小冋路内的点上的矢诚 .4, 的分 
最看做是由回路 L 的矢 M 值自身所唯-决定的， K 关系式是6八= r ^ A n dx l , 
也就是说，由以下导数关系 决定： 

^f = m (91.2) 

现在对积分 (91.1) 使用斯托克斯定理（6.19)，并考虑到所研究的回路包 
围的表面的面积是无限小 M Af lm ,我们得到 


AA 



d ( ItnAi ) A t ) 

dx l dx m 


A/ z 




dF km a df kl a , nt dA i pi ^ A i 
~d^ 1 十 fcm kl d^ 



将从 （91.2) 式求出的导数代入上式，最终 求得: 


^A k = l -W klm A^f lm , 


(91.3) 
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式中，兄是一个四阶张适： 


W 


klm 


dr kl 

dx l dx 7n 


pi pn pi 厂 》u 

Y nl ^ km — 7 n ml 


(91.4) 


(91.3) 式的左边的是在同一点的矢量值之差，是一个矢设，由此可 
见，是一个张量.张量 R { klm 称为曲率 张量， 或称为黎曼 张量. 

逆变矢 M 的类似公式是容易求得的.为此，我们注意到，既然在平 
行移动时标量不改变，因此 △04 fc B Jt ) = 0, 此处的是某一协变矢量.利用 
(91.3), 我们有 

A(A k B k ) = A k AB k + B k AA k = ^A k B t R l klrn Af lm + B k AA k = 




B k 1 =0, 


因为矢坻是任意的，所以 

AA k = ~ R k A f lm , (91.5) 

假如我们将矢 M 烏对:^和/进行两次协变微分，那么，一般来说，与 
普通微分的情况不同，所得结果会与微分的次序有关.结果证明，- Ai, l;k 
这个差将为我们上面所介绍的同一张 M 所决定.就是说，我们有公式 


— ~~ ikli (91.6) 

在局域测地坐标系里直接计算就吋以验证这个公式.同理，对于逆变矢 W ®， 

, k；i ~ ^ ； i；k — — A m R l m ki . (91.7) 

最后，也很容易得到张 M 的二阶导数的类似公式（最简便的方法是考虑, 
比方说，一个形如 AiB k 张量的特例,并利用公式 (91.6) 和 (91.7)； 这样所得 
到的公式，由于是线性的，所以对于任意的张量也有效）.因此， 

一 -^ ik ; rn;l = -^in ^ klm -^ nk ^ ilm .' (91.8) 

M 然，在四维平直空间中，曲率张 M 为零.事实上，在平直空间中，我们 
可以通过选择坐标系，使得在整个空间中都有 r kl = 0 , 于是就有 R l kim = o. 
由于 klm 的张量特性， R l klu , 在任何其他坐标系中也等于零.这与下述事 
实有关，即在平直空间中，一个矢 M 从一点到另一点的平行移动是一个单值 
的运算，在沿着一条闭合回路绕行时，该矢量不改变. 

①公式（91.7> "〖以从 （91.6) 通过升 A 指标 i 和使用张 M R tk „ n 的对称性<§92> !*£ 接得到. 
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逆定理也是成 立的： 假如 W klm = 0 ,那么，空间就是平直的.事实上， 
在任何空间中，我们可以选择一个坐标系，这个坐标系在一个指定的无穷小 
的区域内是伽利略坐标系.假如 = o , 耶么，平行移动就是一个单值的 
运算.因此，借助于平行移动，可以将伽利略坐标系从这个已知的无限小区域 
移到空间的所有其余的区域，这样就对于整个空间建立了伽利略坐标系，也 
就是说，空间是欧氏的. 

因此，曲率张谩为零与否是判別四维空间是平直还是弯曲空间的准则. 

我们指出，虽然在弯曲空间中在一指定点也能选择局域测地坐标系，但 
同时，在这同一点上的曲率张设并未化为零（因为的导数并不随同 rh — 
齐化为零）. 


习 



1. 求沿着两条无限靠近的测地世界线运动的两个粒子的四维相对加速 
度. 

解： 考察一簇测地线，用某一参数1;区分 它们； 换句话说，世界点的坐 
标表示为函数 y = a : l ( s ， v ) 的 形式. 对于每一个 I ； = const ,该函数就是测地 
方程（其中 s 是沿着世界线测量的间隔长度，以该世界线与一个给定超曲面 
的交点为起点）.引入四维矢量 


V 


dx l 

dv 


8v = v l 8v, 


该矢量在与参数值 i ; 和 v + Sv 对应的两条无限接近的测地线上连接 s 值相同 
的点. 

从协变导数的定义和等久 dui/dv = dv l /ds (其中 w * = 5 x */5 s ) 可以得 
出 

； kV k = v { ； k u k . (1) 


考虑二阶导数 _• 


DV 

ds 2 


{v l ； kU k ) ； iu l = (u l ； kV k ) ； iu l = u x ； k ； iv k u l ^u l ;k V k ； lU l . 


在第二项里再次使用 （1), 而在第一项里借助于 （91.7) 改变协变微分的次序， 
就得到 


ds 2 


[u l ； lU l ) ;k V k + U 7 n R l mklU k V l . 


第一项等于零，这是因为沿着测地线 =0. 引入恒定的乘数知，最终得 
到方程 

DV 


ds 2 


R l klm u k u l r] 


⑺ 
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(此方程被称做测地偏离方程）. 

2. 写出不存在电荷情形下四维势的麦克斯韦方程组（使用洛伦兹规范）. 
解： 条件 （46.9) 的协变推广具有如下 形式： 

;i = 0 . ( 1 ) 

使用公式（91.7)，麦克斯韦方程组可以写成 

Fik ;fc = A k ,i - A i;fc = A k + - A i[k ：fc = 0, 

其中包含的尽*；来自 （92.6) • 于是按照 （1) 式： 

乂# ;fc — RikA k = 0. (2) 


§92曲率张量的特性 

曲率张量具有对称性，为了完全揭示这个性质需要从混合分变 
到协变 分量： 

薦 jWm = Siri^ klm* 

经过简单变换，很容易得到 Rrklm 的表达式如下： 


^ikl 


1 ( d 2 g im . d 2 g ki d 2 gu d 2 g k] 


2 \dx k dx l dx^x 771 dx k dx m dx { dx l 

+訃 WL — 厂/^ )• 


(92.1) 


从这个式子立刻可以看出下曲的对称性质： 


Riklrn = 一 f^kilm = 一 
Riklm = Rlmik ， 


(92.2) 

(92.3) 


也就是说，就指标认和 / m 中的每一对而言，张量都是反对称的，而如果将 
指标对 ifc 和 /m 相互交换位黃，则张 M 是对称的.特別地， BMm 的所有 i = A : 
或者 Z = m 的分 M 都为零. 

接下来容易验证，假如我们轮换的任意三个指标，并将这样所得 
到三个分量相加，那么，结果将为零. 


+ 尺 imfc , + ~ 0 


(92.4) 


(其余的此类关系式可以按照 （92.2) 和 (92.3) 的性质从 (92.4) 自动获 得）. 
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最后，我们还要证明下面的比 安基恒 等式： 

iW;m + 开 71 + 丑 7 * ilm;k = 0* (92.5) 

使用局域测地坐标系，可以很方便地检验上面的恒等式.由于它的张量 
特性，关系式 （92.5) 在任何坐标系中都是有效的.将 （91.4) 式微分，然后将 
r kl = 0 代人，在考虑的点上，我们便得到 

R n. 二 ⑽ n 似 二 d 2 rs d 2 rp k 

iW，m Q x m dx vn dx k dx m dx l 

利用上面的式子，很容易证明 （92.5) 的确是成立的. 

用缩并的方法可以从曲率张 M 构造出一个二阶张缺.我们只能用一种方 
式进行这种 缩并： 按照指标 i 和 fc 或 者/和 m 对张址 R iklm 进行缩并，由于 
其反对称性，给出的结果是零，而按照其他任何指标对进行的缩并会得到相 
同的结果，只是符号可能相反.我们按照下面的方式定义 张量故 & (它被称为 
里奇张量 丨①： 

Rik = g lm Riimk = R l ilk > (92.6) 

按照 （91.4)， 我 们有： 

飓 = S - S + - W r L. ( 92 - 7 ) 

这个张量显然是对 称的： 

Rik = Rki , (92.8) 

最后缩并 R ik , 我们将得到不变 M 

R = g ik Rik = g il g km Riklm , (92.9) 


它叫做空间的曲率 标量. 

张量仏 it 的分量满足微分恒等式，它由比安基恒等式 （92.5) 按照指标对 
认和 Zn 进行缩并而 得到： 

, 1 dR , 、 

Rmil = 2d^' (9210) 

因为有 （92.2) (92.4) 的各关系存在，并非所有的曲率张 M 的分 最都是 

独立的.我们现在就来确定曲率张 M 的独立分域的数目. 

由上面写出的公式给出的曲率张量的定义对任意维度空间都适用.首先 
我们考虑一个二维空间的情形，亦即考虑一个普通 曲面； 在这种情况下 （K 
別于四维数值）我们用 Pabrd 表示曲率张最，而度规张最用表示，指标 

①文献中也使用其他的方式对张 W R tk 进行 定义： 按照第一个和 M 舸一个指标对 凡… „进 
行缩并.这样的定义和我们采用的定义的不同之处在 T 符号. 
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a , 6, ••- 可以取1,2两 个值. 由于和 ai 当中的每一对的两个指标都应该有 
不同的值，那么显然，所有非零的 曲率张 量的分量要么相同，要么仅相差正 
负号.这样一来，在这种情况下只有一个独立的分坫，例如 Pi 212 . 容易发现， 
在这种情况下曲率标 tt 等于 



2^1212 

7 


7 三 |7 a /?| = 711722 — （712) 2 . 


M P /2 正是曲 面的高斯曲率 




P\P2 


(92.11) 


(92.12) 


其中 PI . P 2 是曲面上给定点的主曲率半径（注意，内和/92认为具有相同的符 
号，如果它们对应的曲率中心位于曲面的同一侧.如果它们的曲率中心位于 
曲面的不同侧，那么它们具有相反的 符号； 第一种情况下 A ： >0,而第二种情 
况 K <0) ①. 

现在我们过渡到三维空间的曲率张 ill ： ， 我们将其表示为 P a ^s . 而度规张 
量用 7 M 表示，其中指标 a , /?，…可以取 1,2,3. 指标对和总共可以取 
三个实质上不同的数值组合 •. 23,31,12 (一对指标内的置换仅改变张最 分量的 
符号）.由于张量 P n ( 3 l 6 在这些指标对置换时是对称的，所以总共有 3.2/2 = 3 
个带有不同的指标对的独立的分 M ， 同时也有3个带有相同指标对的分量. 
恒等式 （92.4) 不会增加新的限制.因此，在三维空间里曲率张 M 有6个独立 
分量.对称张量尸^也有同样多的分景.因此，根据线性关系/^ = 

张量 Pc ^ s 的所有分 M 可以用和度规张量来表示（参见习题 1) .假 
如我们选择一个坐标系，它在给定点是笛卡儿坐标系，那么对其进行适当旋 
转就能够将张 tt ^变到主轴上 ®. 因此，在每一点上，三维空间的曲率由 
三个量来决定®. 


①在指定点 (x = y = 0) 附近以下列形式写出曲面方程 2 = x 2 /(2 pi ) + y 2 /(2 p 2 ), 吋 以容易 
得出公式 (92.12). 那么曲面上线元的平方是 





dy 2 + 2 - dardy . 

P1P2 


按照公式 （92.1) (其中只需要带有的二阶导数的项）在点 :r = y = 0 上计算 P 1212 的值就 ST 
以得典 (92.12). 

② 实际计算 张愤尸 ^的主值的时候没有必要在给定的点转换到笛卡儿坐标系.这些 值可以 
确定为方程 |/^- A 7 c ^|=0 的根 A . 

③ 关于张 P 咖6 的知识使得我们能够确定空间里任何一个曲面的高斯_宇这里仅指 
出，如果是正交的坐标系.那么 

K = 

711722 — (712) 2 


就是垂于 y 轴的“平曲”的高斯曲_.这里的“平面”理解为由测地线构 成的曲 面. 
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最后，我们来讨论四维空间.指标对认和在这种情况下可以取6个不 
同的数值组合: 01，02,03,23,31， 12. 因此 R tk i m 具有6个带有相同指标对的分 
量和6 5/2= 15个带有不同指标对的分量.然而，后者的所有 的分坫 并不都 
是相互独 立的： 其中有三个分 M 的四个指标都不相同，它们可以按照 （92.4) 
用一个恒等式联系 起来： 


/^0123 + ^0312 ^0231 = (92.13) 

这样一来，在四维空间里曲率张量一共有20个独立的分 tt . 

选择一个坐标系，它在给定点为伽利略坐标系，考虑这个坐标系的旋转 
变换 （ W 而的值在我们所考虑之点并不改变），我们可以做到使曲率张 M 
的6个分 M 为零（四维坐标系有6种独立的旋转方 式）. 因此，四维空间每一 
点的曲率将由14个量所决定. 

如果 71^=0® ，那么在任意的坐标系中曲率张量总共有10个独立分域. 
适当的坐标变换可以将张量(在四维空间的给定的 点上） 化为“正则” 
形式，此时它的分 M ： 通常可用4个独立的值来 表示； 在特殊情况下这个数目 
还可以更小. 

如果/ 0,那么在从曲率张 M 中分离掉用分 M 表示的特定部分 
之后，可以用（和尺 it = 0时）相同的方法对它进行分类.就是说，构造张最® 

^ikltn = ^iklm 一 豆丑 imgW + 

一 " I - ^^-{SilSkm _ SimSkl )• (92.14) 

容易看出，这个张量具备张量的所有对称性.但是按指标对或 A : m ) 
进行缩并后得到零. 

下面说明在=0的情况下如何对曲率张 量的正 则形式的可能种类进 
行分类（儿 Petrov , 1950). 

假设四维空间给定点上的度规已化为伽利略形式.我们把张最 凡⑸ „的 
20个独立分量的集合表示为以下面的方式确定的3个5维张 M 的 总和： 

■^ n /3 = 只 ()aO/3 ， ~ B a 0 = — Cct^yS^0(3- yS (92.15) 

4 Z 

① 下面 （§95) 我们将肴到，真空中引力场的曲韦张备这些性质. 

② 这个复杂的表达式可以写成史加紧凑的形式. 

其中方括号的涵义是沿笤其中的指标进行反对称运 T ): : 

= 2 ^ ik ~ 火 *"*)• 

张 tt (92.14) 称做外尔张置. 
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( e Q ^ 是单位反对称 张最； 由于三维度规是笛卡儿的，在求和的时候没有必 
要对上下指标进行区分）.张量人^和按照定义是对 称的； 张量汉 W 3 — 
般来讲是不对称的，而按照 (92.13) 它的迹为零.按照定义 （92.15) 我们有， 
例如： 


^11 = ^0123, ^21 = ^0131» 打31 = 只0112 ， Cn = /?2323 i * * * 

容易看出，条件 Rkm = ^ R ^ lrr , = 0等价于张 M (92.15) 分玷之间下列 
的关 系式： 

A na = 0, B n 0 = Bflai A a[ i = — C Q 0 . (92.16) 

接下来引人对称的复张量 

D a 0 = ^{A n 0 4 - 2iB n p - C n fl) — A n 0 4 - \B a ^. ( 92 . 17 ) 

这样将两 个实三 维张最与合并为一个复张 M 正好对应于将两个矢 
量五和 //合并为复矢址 F (见 §25) ， 而结果中产生的 D a(3 与四维张量 R ikl m 
之间的联系对应于 F 与四维张 W 之间的联系.由此可得，张 ft 的 

四维变换等价于对张量 D a0 进行三维复转动. 

关于这些转动，可以将本征值 A = Y + iA " 和本征矢量( —般说来是 
复数） 定义为下列方程组的解 

D a ffTi0 — \ n Q . (92.18) 

A 的值是曲率张敁的不变 M . 由于迹/^„=0,方程 (92.18) 的根的和同样为 
零. 

久⑴ + A (2> + A (3) = 0 

根据独立的本征矢 ft 7^的数目，我们接下来对曲率张量进行分类，即 
将它归为彼得罗夫正则型 I — in 几种可能的情况. 

I 型.具有三个独立的本征矢量.在这种情况下它们的平方不为零， 
并且通过适当的转动可把张量从而随之把和转化为对角形 
式： 


(入⑴ , 0 

A a( 3 = 0入⑵ 

<0 0 

卜⑴ " 0 

B a0 = 0 A ( 2 )" 

<0 0 


0 

0 



一 W _入(2)? 


_ A (ir_ A (2rJ 


(92.19) 
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在这种情况下曲率张量有4个独立不变量 

复数不变 M AW ， A ( 2 ) 可以用复数标 M 以代数形式 表示： 

h = -^( RiklmR iklm - \Riklm k iklm ), 

/2 = 允 mpr ^pr 決 + iRiklrnR lmpr R P r ik ), 

其中字母上方的星号代表对偶 张景： 

♦ 1 r 
Riklm — ^ 五 ikpr 只 P lm* 

借助于 （92.19) 计算 h 、 I 2 , 我们 得到： 

h = + A ( 2 ) 2 + A^ 2 ), / 2 = “⑴ A ⑺ (A ⑴ + A( 2 )). 

.通. 


(92.20) 


(92.21) 


这些公式使我们能够在任何参考系中由 Rrklm 的值出发计算 AW ， A (2 ). 

n 型.具有两个独立的本征矢量. 其中 一个的平方等于零，由于这个原 
因它不能够当做坐标轴的方向.但是， " r 以认为它位于平面: r 1 ：!： 2 之内； 那么 
n 2 = ini , n 3 = 0. 相应的方程 (92.18) 给出： 


Z?ii + 1D12 = A, D22 ~ … 12 = 入， 


由此 


£>ii = A — i //， D22 = A + i "， D12 = "• 


复数值 A = Y + iA 〃 是标 lit 并且不能改变.数值 ai 经由适当的复转动可以被赋 
予任意（不为零）的 数值； 因此可以不失一般性地认为它是实数的.结果我们 
得到以下实张量 B a 0 的正 则型： 


(y 




^ a (3 = /i A ， 




八 "-/i 0 

B q 0 = 0 A " + /i 

<0 0 



(92,22) 


在这种情况下总共有两个不变量；/和 A 〃. 并且按照 （92.21) / x = A 2 ,/ 2 = A 3 , 


于是疗=/|. 

III 型.只有一个本征矢量，且其平方为零.于是所有的本征值 A 相同，并 
且 为零. 求解方程 (92.18) 能够导出 = D 22 = D 12 =0, D 13 =/ x , D 23 = ， 


于是 



(0 0 


^0 0 0 ' 

A q /3 = 

0 0 0 

， = 

0 0 /i 


(/X 0 0 J 


^0 oy 


(92.23) 


①对于存在简并的情形，即当 V 1 ，= awW 1 )" = a ( 2 >〃 时， 称做 d 型. 
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在这种情况下曲率张量完全没有不变傲，我们遇到了独特的 情况： 四维空间 
是弯曲的，但不存在可以作为它的曲率度量的不变董①. 

习 题 

1. 用二阶张量表示三维空间的曲率张量 P Q ^S 
解： 在下面的形式中求解 P a0 ， 6 

该形式满足对称性 条件； 这里 A a 0 是某一个对称张量，它和 P a0 之间的联系 
通过对上式沿指标 a 和7进行缩并来确定.这样得到 

Pa 0 = + ^ a /3, ^ qO = Pa 0 - jPla (3 y 

最终， 

P 

P a /?7«5 = Py^/lfpS P a <57/3 *y + _ 尸 /?77 a <5 + (*7 a <5 ， 7/37 _ 

2. 在张量讲 fc 是对角张量的度规中，计算张量 R iklm 和 R ik 的分量. 

解： 将度规张量的非零分量表示为下列形式 

Sii = > 卽 = 1， C a — — 1. 

按照公式 （92.1) 的计算会导出下列非零的曲率张量分量的表 达式： 

Riilk = ^ iG 2 Fl ( Fi ^ Fk,i 4- Fi ^ Fi,i - Fi y iFi ^ — i / A : / 之， 

Rim = e/e 2 F, (Fj t iF/ 5 i — —巧，“) + e{e 2Fi (Fi t iFi t i — Ff t — F it ij) - 

- e t e 2F, ^2 ete m e 2( Fi _ Fm ) Fi , m Fi , m , i ^ l 

m # i，Z 

(不对重复指标求和!） . 逗号后面的指标表示按相应的坐标进行普通微分. 
缩并曲率张量的两个指标， 得到： 

Rik = ^2 4 - Fi^F^i — Fi^Fi^ — 6 从 ）， i 妾 k 、 

l ^ i,k 

R a = 5^ - F?,i - F ，， i，i + 

+ eide^-^iFuFu - - F i4J - F u ^ F m ,/)] 

m^ij 


①同样的情况也出现 T •存在 A ' = A " =0简并的 II 型中（它被称做 N 型）. 
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§93引力场的作用量 

为了得到决定引力场的方程，必须首先决定这个场的作用对场的 
作用 M 与粒子的作用量之和做变分，我们就能得到所要求的方程. 

正如电磁场的作用最一样，作用最&应当用积分/ Gv ^ d /? 来表示， 

积分范围遍及全部空间和两个已定值之间的时间坐标: r Q . 这时我们的出发点 
将是，引力场方程应当包含“势”的不高于二阶的导数（正如电磁场方程一 
样）.既然场方程是通过对作用量做变分而得，那么，被积分式 G 就应当包 
含的不高于一阶导数；因此， G 仅仅包含张 Mga 和各 M . 

然而，单从 Afc 和/^各量不可能构造出一个不变量.这一点可以直接从 
如 F 事实看出，即只要坐标系选择适当，我们总能使所有的在一个给定 
点为零.然而，存在有标量(四维空间的曲率），尽管它除了包 含张摄 
及其一阶导数外，还包含 ga 的二阶导数，但是 Ait 的二阶导数的线性函 

数.因为这个线性关系，不变积分式/可以利用高斯定理化为一个 
不包含二阶导数的式子的积分.就是说，/ R ^ df2 可以写成下面的 形式： 

I = j Gv^gd/? + J d{y/ ^ u,l Kw, 

式中， G 仅仅包含张量 ga 和它的一阶导数，而在第二个积分内的被积分函 
数中有某一个量 W 的散度的形式（详细计算见本节之末）.按照卨斯定理， 
第二个积分可以变换为在超曲面上的积分.这个超曲面包围着另外两个积分 
在其上进行的四维体积.当我们变分作用 M 时，右边第二项的变分等于零，因 
为在最小作用量原理中，场在积分区域边界 t 的变分等于零.因此，我们可 
以写出 

6 f RyJ - gd/? — b j" G\J - 

左边是一个标 fit ; 因此右边的式子也是一个标设 （ G 本身当然不是一个标 tt ). 

G 这个量满足上面所提出的条件， W 为它只包含和它的一阶导数. 
于是我们可以写出 

6Sg = ~I^t 6 / Gv/ ^ dr? = ~lkk b J Ry/ ^ df}l (931) 

式中 A : 是一个新的普适常数.与在§27中对于电磁场的作用敁所做的相似， 
我们能够看出，常数 々应当 是正的（参见本节末）. 

这个常数 A : 称为引力常数 . A : 的量纲可以从 （93.1) 式直接推出.作用量 
的量纲是 g ^ cm - ts - 1 . 所有坐标的 M 纲是 cm ， 而 gu . 则没有坫纲，所以/? 
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的 敁纲为 cm - 2 . 结果我们得到 A : 的最纲为 cm ^ g -^ s - 2 . A : 的数值是 

k = 6.67 x 10一 8 cm 3 - g ^ 1 - s ^ 2 . (93.2) 

应当指出，我们可以令 it 等于1 (或任何其他没有 M 纲的数）.然而，质 
谩的单位在这种情况下也就确定了 

最终，让我们来计算 （93.1) 式中的 G . 从尺的表达式 （92.7) ，我们得到 
\/-gR = V~SS tkR ik = 

{# 磬 - + gikr ^ - s ik r t Tr l km y 

对于右边的前两项，我们有 

^ gik & = 占 (>/ = ^ / ^) - 

略去全导数，我们便求得 

y /~ s G = - r ik ^ r ( y /~ ss lk ) - 

-(/T 厂 L - r ! k r t z ) g ik y =^. 

利用 （86.5) (86.8) 各公式，我们求得右边的前两项等于 A 乘以 

2r l ik r lrng mk - rzr kl g kl - r l ik r ^ g ik = 

= wed m - c = 

= 2g ik (r^r l krn - rL. 

最后，得到 

G = ，(/ T 厂 L - C . (93.3) 

度规张量的分量是决定引力场的 M . 因此，在对于引力场的最小作用量 
原理中，各量正是变分的对象.然而，在此必须作下面的基本保留.明言 
之，我们现在不能确定在一个实际上可能实现的场中，作用最积分对于 ga 

①如果设 Ar = c 2 ; 那么，质域就用 cm 来度祕，此处 lcm = 1.35 X 10 28 g . 有时会使用下面的 
M 取代 k 

x = = 1.86 X 10- 2 • cm • g _ 1 , 

它被称为爱因斯坦引力常数. 
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的所有可能的变分有极小值（而不只是极值）.这与下面的事实有关，即不 
是的每一个变化都联系着时空度规的变化，即引力场的实际变化.在同 
一个时空中仅仅从一个坐标系变换到另外一个坐标系，分量也要改变.一 
般来说，每个这样的坐标变换是四个（依坐标的数目）独立变换的集合.为 r 
除去沿 A . 那些不与度规变化有关联的变化，我们可以加上四个辅助条件，并 
且要求在变分时必须满足这些条件. W 此，当 M 小作用 M 原理应用到引力场 
时，我们只能断言，我们能够加四个辅助条 件在沿 fc 上，当这些条件被满足 
时，作用 M 对于取 it 的变分有极小值 o . 

记住这些要点，现在我们来证明引力常数应当是正的.作为上面所提的 
四个辅助条件，我们令三个分 Rg 0 Q 等于零，并令由的分量所构成的行 
列式 \ ga 0 \ 为常数: 

go « = 0, \ g n& \ ― const ; 

由于最后一个条件，我们有 



在作用 M 表达式的被积函数中，我们有兴趣的是那些包含有对于: r G 的导 
数的项（比较§93第3段）.利用 (93.3) 的简单计算表明，在 G 内的这些项是 



■yS Ogfi ， Og(38 
dx ° dx ° 


很容易看出，这个 w ： 在本质上是负的.事实上，选择一个空间坐标系，这个坐 
标系在一给定时刻在一给定点是笛卡儿坐标系（因此 g Qf 3 =^ = 我 

们便得到 

1 _00 ( ^Sct0 \ 

~4 g ? 

并且由于 g° G = l/goo > 0,这个 M 的符号是显而易见的. 

因此，只要随着时间的变化足够快（在沿 cLr G 的积分限间的时 
间间隔内），我们可以使 G 有任意大的值.假如 A : 是负数，那么，作用量就应 
该无限制地下降（其值为负而其绝对值则可任意地大），即不可能有极小值. 


§94能量动量张量 

在§32中，我们已经求出一个普遍法则来计算任何物理体系的能设动 M 
张量，这个物理体系的作用量为四维空间内的积分 （32.1) 所决定.在曲线坐 

①但是，必须着 t 指出，我们说过的一切.并不影响从最小作用 M 原理求场方程的过程 
(§95). 这些方程可以从下面的要求来仿到，即作用敏必须是一个极值（就是它的一阶变分为 
零）， tfri 不一定是极小值.因此，在求场方程时，我们能够使 ga 全部分 M 的变分都是独立的. 
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标中，这个积分应当 写成： 

S =\J (94.1) 

(在伽利略坐标中 g = - 1，则 S 回到$ J AdVdt ) . 积分应该在整个三维空 

间和在两个给定时刻内进行，就是说积分应该在两个超曲面之间的四维空间 
的无限区域内进行. 

如在§32中已经指出的，从公式 （32.5) 计算出来的能量动量张量一般来 

说不是对称的，而它应该是对称的.为了使之对称化，必须将有 ^ iki 形式 
的适当项加到表达式 （32.5) 上， 并且= - tpuk . X 

现在我们要提出另一个计算 能董动 M 张最的方法，这个新方法有个优 
点，就是它立即导出对称的表达式. 

在 （94.1) 中，我们进行了从坐标 d 到坐标 x " 的变换，此处夕 

是一些小 M . 在这个变换下，是按照下面的公式变 换的： 

c + £) + £) « 

张量 〆 在这里是: r " 的函数，而张则是原来坐标 V 的函数.为了将所 
有的项化为同样一些变最的函数，我们将 〆 展幵为 f 的幂级数.此 
外，略去 d 的高次项，在所有含的项中用代 替 〆 ' 于是，我们求得 

直接演算不难验证，右边的后三项可以写为浐的逆变导数之和 
因此，我们最后得到 g i / c 的变换式 如下： 

g nk = g ik + bg ik， bg tk = ^ i,k + f ; i . (94.2) 

对于协变分量我 们有： 

Sik — Sik + 6 gtjt , bgik = - ^ k,i (94.3) 

(由此可知，条件 A = 矽在一阶小量的精度上是得到满足的> ®. 

①我们指出，方程 ! 

c k + ^ k;i = 0 

确定了那些不改变度规的无穷小坐标变换.在文献中它们经常被称做基灵方程. 
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既然作用错 S 是一个标 M ， 那么，在坐标变换时它不改变.另一方面，作 
用在坐标变换时的变化 6 S 可以写成下面的形式.和在§32中一样，设 g 为 
决定一个物理体系的量，该物理体系的作用量为 S . 在坐标变换下，这些 Mg 
改变 6 g . 但是，在计算 6 S 时，我们不必写出与 g 的变化有关的项.根据这个 
物理体系的“运动方程”，所有这些项全相等并互相抵消，这是因为运动方程 
正是根据 S 对 g 的变分等于零得到的.因此，只须写出与的变化相关联 
的项就足够了.利用高斯定理，并且在积分限上令 6 g ifc =0, 我们便求得下面 
形式的 65®： 


65 


\l[^ k 


d^^gA b dg lk 
dg lk dx l 


d 


dx l 


dii 


< 




dx l 


现在，我们引入下面的 符号： 


2 




dy/^A d d^gA 


dg ik 


dx， ^ 


这时，将取如下的形 式®: 


bS = Y c J T ik bg ik ^dQ =~ Y C J T ik bg iky /^ idf2 


(94.4) 


(94.5) 


( 注意 g lk bg lk = - g lk bg lk , 因此 T lk bg ik = 一 r ifc 6 g 勺 •将 bg ik 的表达式 (94.2) 
代入，利用张量 r ijk 的对称性，则我们有 

65= r ife ( r fc +^ ; i ) v ^ gd /? = l -J T ik ^ k V ^ gdQ . 


再将此式作如下变换： 

65 = ^ ( T t k e ) ; ky /^ idf2 - J (94.6) 

① 必须着重指出.我们在此所介绍的对称张试的分 M 的导数的表示法，在某种怠义上有 
符号的 特性. 就 是说， 导数 aF /0 g A ( F 是的某一个确数）实质上只有在 dF ^{ dF / dg ^) dg ik 
式中才有意义，但是在求和式 （ dF /£> g lA : ) dgA 中，微分的 A : 的项出现两次 ♦ W 此，对于 
i ^ k 的任一确定的分最 〆 ,在求 F 的具体表达式对它的微分时，所得到的 M 应该两 倍丁用 
dF / 办&所表示的 S . 当我们遇到有对 g lfc 求导的公式，且指标 i , fc 有一定的值时，必须注意到 
这个注释. 

② 要注意，在我们所考虑的情形中，十个 M 6 g ifc 并不是独 立的. W 为它们是坐标变换的结 
果，而坐标只有四个.因此从 6 S = 0, 不能推断 T iJk =0! 
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利用 （86.9), 第一个积分可以写成 

11 £^ 打_， 

并可变换为在一个超曲面上的积分.既然在积分的两个限上， e 为零，那么， 
这个积分就应当为 0. 因此，令等于零，我们就有 

bS = -\f T t ^eV^dQ = 0. 

根据 t 的任意性，可以得出 结论： 


4=0. 


(94.7) 


将此式与在伽俐略坐标系中的有效的方程 （32.4) P = 0相比较，我们 

看出，用 （94.4) 式定义的张量7^应当与能量动 M 张设是一个东西——至少 
也是准确到一个常数因子.不难验证这个闵子等于 1. 例如，按照公式 （94.4) 
对电磁场情形 


A 


1671 


F ik r 


ik 


16 ji 


FikFimg 1 g 


il 一 km 


进行计算. 


因此，根据 （94.4) 式，将函数对度规张驗的分 M (和它们的导数）微 
分，我们就能够计算出能量动量张量.这时，获得的张量 r ifc 显然是对称的. 
用公式 （94.4) 计算能量动量张量，不仅在引力场存在时是便利的，而且在引 


力场不存在时也是如此.对于后一种情形，度规张址没有独立的意义，形式 
地过渡到曲线坐标是作为计算 ra 的一个中间步骤来进行的. 

电磁场的能量动量张量的表达式 (33.1) 在曲线坐标中应当写成下面的 
形式： 

T ik = ^ (- FiiF k 1 ^ \ F lm F lm g ik \ . (94.8) 


对于宏观物体，能 M 动 M 张 M 等于（对比 （35.2)) 


T ik = (p + e ) uiu k - pg ik . 
我们指出， roo 这个量永为正 ® : 

Too ^ C 


(94.9) 


(94.10) 


( 混合分 W : 邛一般说来没有确定的正负号）. 


①唭 实上， 我们有 Too = eu 2 0 + P(ug - goo ). 第一项永为 IH . 在第二 项中， 我们 W 出 


Uo = goon 0 + gOQti° 


+ gor . dx 0 


经过简笮变换以后，得到 g 00 P ( df / ds ) 2 的 dZ 是空问距尚尤 (84.6); 山此4以清楚地看出： Too 的 
第二项也为正.对于张 tt (94.8) 也耐以同样确认. 
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习 



有 


考察将二阶对称张量化为正则形式的可能的种类. 

解： 将对称张量化到主轴上意味着找到那些“本征矢量”七，对它们 

= ( 1 ) 


对应的主值（或本征值） A 为下面四次方程的根 


\^ik — ^Sik | = 


( 2 ) 


并且是该张量的不变量.數值 A 和对应于它们的本征矢量可以是 复的. （张量 
A ik 本身的分量自然可以假定是实的 .） 

由方程 （1) 出发采用通常的方法可以容易地证明，对应于两个不同主值 
A ⑴和 A ⑺ 的两个矢量 和 相互正交： 

n \ l ) n {2)i = 0. (3) 


特别地，如果方程 （2) 具有复共扼的根 A 和 A ' 它们对应于复共扼的矢量 a 
和 n J ,那么必须有 

riiTi 1 ^ = 0. (4) 

张量通过下面的公式由自己的主值和相应的本征矢量来表示. 


= ^2 X 


rijTi k 

run 1 


( 5 ) 


(只要任何一个 n / d 不等于零-参见下文） • 

根据方程 （2) 的根的特征，能够出现下面三种不同的情况. 

I . A 全部的四个主值都是实数.在这种情况下矢量屮同样是实的，而由 
于它们都是相互正交的，那么它们之中的三个应该具有类空方向，而剩余的 
一个具有类时方向（它们可以按照条件 run 1 = -1和 run 1 = 1进行妇一 化）. 
沿着这些矢量选取坐标轴的方向，我们把张量化为如下形式 


/A ⑼ 0 0 0 \ 


Aik = 


0 -A ⑴ 0 0 

0 0 -入⑺ 0 


\ 0 0 0 - A (3) / 


⑹ 


K . 方程 （2) 具有两个实根 （ A ( 2 ), A (3 )) 和两个复共扼根 （Y 士 iA 〃). 我们把 
对应于最后两个根的复共扼矢量 ni , rij 写成％ 土 的形式；由于它们仅精 
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确到任意的复數因子，那么就可以按照条件 mn 1 = = 1对其进行归一 

化.同样考虑到（4)，我们求得针对实矢量 a it bi 的 条件： 

a{a l -f bib 1 = 0, = 0 ， a{a l — bib^ = 1, 

由此 aid 1 = 1/2, bib 1 = —1/2, 就是说这些矢量的其中之一具有类时方向，而 
另一个具有类空方向①.沿矢量 dM ，71( 2 ) £ , 71( 3 )< 选取坐标轴，我们将张量化 
为（按照 （5) 〉如下形式 


Aa = 



A 〃 0 
-Y 0 
0 -A( 2 ) 

0 0 



-A ( 3 )) 


⑺ 


HI . 如果矢量 n 1 的其中之一的平方为零 （ n/d = 0), 那么这个矢量不能 
选做坐标轴的方向.然而可以从平面 x ° x a 中选取其中之一，使得矢量 n l 平 
放在其中.设这个平面为 x ° x l . 那么从 run 1 = 0可以得出 n ° = n 1 ,并且从方 
程 （1) 我们有 

欠00 + 為1 = 氣山0 + 山1 = 一 入， 


由此 


Ajo = A + / x , An = — A + / x ， -Aoi = 一 "， 


其中 p 并非不变量，在平面 x ° x l 中旋转时会发生改变；它的值通过适当的旋 
转总是可以化为实数.按照其他两个矢量 n (2)i ? 71 ⑶ 1 选取坐标轴 x 2 9 X 3 f 将张 


量 化为： 




- A ⑶ ) 


⑻ 


这种情形相应于方程 （2) 的两个根 （ A ⑼， A ⑴） 相等. 

我们指出，对于低于光速运动的物质，物理的能量动量张量: T ifc 只有第 
一种情况能够 成立； 这是由于永远应该存在这样的参考系，在其中物质的能 
流，即分量了⑹等于零.对于电磁波的能量动量张量，则带有 A = A ( 2 ) = A ( 3 ) = 
0 ( 参考§33的脚注）的第三种情况 成立； 可以证明，假如不是这样，会存在 
这样的参考系，其中能流会超过能量密度与光速 C 的乘积. 

①由于矢量中仅有一个应该具有类时方向,方程 （2) 不能具有两对复共轭根. 
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现在我们可以来推导引力场方程.这些方程可以从 M 小作用量原理 
6(5 m 4- 5 g ) = 0求得，此处的 * S g 和分别是引力场的作用量与物质的作 
用量 ®. 现在我们来对引力场，即诸量，进行变分. 

先来计算变分 65 g . 我们有 


6 / Ry/^gcW = 6 


J g^RikV^dfi = 

J (Riky/^gbg ik 4 - R ik g lk 6y/^ + g tk ^bR ik )df2 


从公式 (86.4) f 我们得到 




^\/—K 


bg 






将它代入前一个方程，我们求得 


6 / RV-gdQ 






gikR ) bg ik y /^ gdf 2 ^ I g lK bR ik ^ dQ . (95.1) 


ik 


为了计箅 6 R i / c ， 我们指出，虽然并不构成一个张量，但是它们的变 
分 b 「 kl 却构成一个张 M ， 这是 W 为 r ^ Akdx 1 是一个矢 域从某 一点尸平行移 
动到一个与之相距无限近的一点 P 的变化（见 (85.5) 式 K 因此， 

是两个矢 M 之差，这两个矢姑是从 P 到/^的两次平行移动的结果（一次平 
行移动有不变的 ri z ， 另一次有变化的/^ ). 在同一点的两个矢量之差是一 
个矢 M ,所以 br kl 是一个张量. 

我们应用局域测地坐标系.这时，在给定的点，所有的 r kl = o . 利用风 
的表达式（92.7)，我们有（记着，的一阶导数现在为零） 

^^ ^ - 基斗 gik S 6r &- g,, i 6 r -=S' 

式中 

W l = 々 brk - g il bit. 

既然 w 是一个矢 a ， 我们可以把所得的关系在任意坐标系中写成如下形式 

gtkbRik = 

①引力场的变分原理由希尔伯特指出 Hilbert , 1915) • 
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(用 < 代替决 i // 次并利用 （86.9) 式 K 因此， （95.1) 式右边的第二个积分 
等于 

Jg ik bRi ky /^df2 = J 

利用高斯定理，可以变为 W 在包围整个四维体积的超曲面上的积分.既然场 
的变分在积分边界上为零，那么这一项应该为零.因此，变分等于① 

65 g = I ^ Ri k - ^ g ik R \ bg ik (95.2) 

我们指出，假如从场的作用蛩的表达式 

出发，那么，我们就会得到 


65^ = — 


c 3 


16 jcA: 



d{GyTg) d d(Gy/=^) 


bg ik (W 


dg ik 


dx l dg lk 


将此式与 （95.2) 比较，我们得到下面的关 系式: 


心 一 户只=巧 


d(Gyf^) d d(Gy/^g) 


9 g ik 


dx l ^dg lk 
dx l 


对于物质的作用 ft 的变分，根据 (94.5) 式立即可以写出 


(95.3) 


dS ”，=五 ，⑽ 


(95.4) 


式中， ra 是物质（包括电磁场在内）的能 ti : 动 M 张 M . 由于引力常数太小, 
只有对于质量足够大的物体，引力相互作用才起作用.因此，在研究引力场 
时，我们通常应该讨论宏观物体.与此相应，对于 7； jt ， 我们通常应当用表达 
式 (94.9). 

因此，从最小作用坫原理 + 我们 求得： 


- ▲ / 卜- > - » V v ^ = 0 ， 

①此，我们指出一个有趣的情况.假如我们将作为独立变敁， sa . 作为常数，然后用 
r kl 的表达式 (86.3) 来计算 变分6/ Ry/^dQ (92.7) 式的 R lk ). 则容易验证 • 其结果饵为 
零.反之.如果要求上述变分等于零，则也吋以确定和度规张 W 间的关系. 
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由于 6g ifc 的任意性，从此 得到： 

n 1 鉍 8jiA: - - 

Rik - (95.5) 

或者，写成混合分量的形式， 

R k i - 5 ^=学#. (95.6) 

这就是所求的引力 场方程 ——广义相对论的基本方程.它们被称做 爱因斯 

坦方程. 

将 （95.6) 对于指标 i 和 A : 缩并，我们求得 



(95.7) 


(T = T }). 因此场方程也可以写成 



(95.8) 


爱因斯坦方程是非线性方程. W 此，对于引力场，叠加原理是不适用的， 
这个原理只在弱场近似时才成立，这种条件下允许对爱因斯坦方程进行线性 
化（尤其适用于经典的牛顿极限下的引力场，参见 §99). 

在真空中， r ifc = o , 引力场的方程化为方程 


R ik = 0 . (95.9) 

我们提醒，这绝不意味着，在真空中时空是平 直的； 要为平直的，就必须满 
足更为严格的条件 

电磁场的能量动留:张量有 77 = 0的特性（见 (33.2) 式）.从 （95.7) 可 
知，在仅有电磁场出现而没有任何质量的情形下，时空的曲率标 M 为零. 

如我们所知道的，能量动量张量的散度 为零： 

T t ^ k = 0. (95.10) 

因此方程 （95.6) 的左边的散度应当为零.按照恒等式 (92.13) 实际上正是如 
此. 

闵此，方程 (95.10) 实质上已经包含在场方程 （95.6) 之内.另一方面，方 
程 （95.10) 表示能量守恒定律和动€守恒定律，还包含我们所研究的能量动 
量张量所属的物理体系的运动方程 （ 即物质粒子的运动方程或第二对麦克斯 
韦方程）. 
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第十一章引力场方程 


于是，引力场方程也包含产生这个场的物质本身的方程.因此产生引力 
场的物质的分布和运动状态是绝对不能随意给定的.相反，它们应该（通过 
求解给定初始条件的场方程）与自身产生的场同时确定. 

我们注意到这种情况和电磁场情况的原则性区别.电磁场的方程（麦克 
斯韦方程）仅仅包含总电荷守恒的方程（连续件方程），但是不包含建立场的 
电荷的运动方程.丙此电荷的分布和电荷的运动可以任意规定，只假设总电 
荷不变就行了，给定电荷分布，借助 f 麦克斯韦方程，就决定了电荷所产生 
的场. 

然而必须指出，在爱 W 斯坦引力场方程的情形，为了完全决定物质的分 
布和运动，还必须引入物态方程（当然并不包含在场方程中），即联系物质压 
强与密度的方程，该方程应该与场方程同时给出 

四个坐标 d 可以接受任意的变换.用这些变换，我们可以给张的十 
个分 M 中任意四个赋值.闵此 g , 的各分 M 中末知的独立函数只有六个.此外， 
在物质的能 y : 动敁张试中出现的四维速度 v 的分玷，彼此之间有= 1的 
关系存在，因而，它们之中只有三个是独立的. 闪此， 我们相应地有十个场 
方程（95.5)，它们确定十个未 知数： 六个 gu . 的分 M ， 三个 W 的分最 和物质 
密度 e/c 2 (或它的压强 P ). 真空中的引力场一共存在六个未知量 （ g , it 的分 
景），并且相应地，独立场方程的数 it 也会 减少： 十个方程= 0由四个恒 
等式 (92.10) 联系起来.我们指出爱 W 斯坩方程的结构的儿个特殊性.他们是 
二阶偏微分方程组.但并非十个分对时间的二阶导数全部都包含在方 
程中.实际上，从 （92.1) 可以看出，对时间的二阶导数只包含在曲率张的 
分 M 中，它们表现为 - U2 的形式 （ 圆点表示对/微 分）； 度规张量 

的分摄 go « 和 goo 的二阶导数一般不出现. W 此可以明白，通过对曲率张量 
进行缩并而得到的张敁 ， 以及方程 （95.5) 同样只包含六个空间分量尽^ 
对时间的二阶导数. 

同样容易看到，这些导数只包含在 g 方程 （95.6) 中，就是说，在下列方 

程中 

(95.11) 

方程 g 和即方程 

= 学对，把=学 A (95.12) 

①实 h 上物态方程联系畚不是两个, Ifu 是飞个热力学故，例如物质的压强、密度和温度.但 
足在引力理论的应 m 中，这点并小啦要， W 为这里使 1 H 的近似的物态方稈囀实上与温度无关（例 
如，针对稀薄物质的方程 P = o , 针对强烈 fK 缩物质的极端相对论方程 v = e / z 以及其他类似情 
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仅包含对时间的一阶导数.在这种情况下经检验可以确认，通过对进 

行缩并来构造域和邱 4 ( 邱-丑 2 ) 时， 取都 形式的分 M 的确消 
掉了.从恒等式 （92.10) 可以更容易地看出这一点，将其写成如下 形式： 



(95.13) 


(z = 0,1,2,3). 包含在这个等式右边的对时间的高阶导数是二阶导数（正是 
出现在量 Rf ， /?里的).由于 （95.13) 是恒等式，那么它的左边应该相应地包 
含不高于二阶的对时间的导数.但对时间的一阶求导已经在其中以显式的形 
式 出现； 因此表达式 (巧扣 / 2 本身能够包含不高于一阶的对时间的导数. 

不仅如此，方程 （95.12) 的左边也不包含一阶导数知 a 和系 )0 ( 而仅包含 
导数匕/?) . 实际上，在所有的厂里，只有厂《， 00 和几， 00 包含这些导数，而 
这些 M 照样也只包含在办形式的曲率张最的分量里面，这些分设，正如 
我们知道的那样，在对方程 (95.12) 的左边进行构造的时候被消掉了. 

如果有兴趣求解给定初始（按时间）条件下的爱闵斯坦方程，那么就会 
出现这样一个问题，能够任意给定多少个址的初始空间分布. 

二阶方程的初始条件应该包括被微分 M 本身，以及它们对时间的一阶导 
数的初始分布.但是由于在当前条件 T 方程只包含六个的二阶导数，因 
此在初始条件里不能任意给定所 有的沿 和于是，可以给出（除 了物质 
的速度和密度外）函数 ga # 和士^ 的初值，在这之后从4个方程 （95.12) 确 
定則《和 goo 允许的初值；在方程 (95.11) 里么^和知 0 的初值仍然是任意的. 

在以这种方式给定的初始条件中包含一些函数，其任意性只和四维坐标 
系选取的仟意性有关.然而只有那些不能通过任何的参考系选取而减少其数 
量的“物理上不同”的任意函数才具有现实的物理涵义.从物理上的理解容 
易看到，这个数 0 等于 8 :初始条件应该给出物质密度及其速度的5个分 M 
的分布，以及表征（不存在物质情形下）自由引力场的四个 M (参见后面的 
§107) ;对于真空中的自由引力场，初始条件只应给出最后四个量. 



写出恒定引力场的方程，将对空间坐标的全部微分运算表示为在带有度 
规 1/3 (84.7) 的空间中求协变导数的形式. 

解： 引入表达式 g 00 = h ， g 0 。 = - hg Q (88.11) 和三维速度# (88.10) •下 
文中涉及三维矢量“，，和三维标量/ I 指标的升高和降低以及协变微分的 
全部运算都在带有度规的三维空间里进行. 
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第十一章引力场方程 


要寻找的方程相对于下面的变换应该保持 不变： 


x 


ar tt ， x° —► x° + /(a： a ) 


⑴ 


该变换不会改变场的稳态性质.但在这种转换之下，容易示明（参见§88第一 
个脚注 ）， go — ga - df / dx ° ,而标量 / l 和张量= -gaff + hg a gf3 不变.因 
此可以明白，要寻找的通过 7 M ," 和 ga 表达的方程仅能够以导数组合的形 
式包含 g tt , 这些导数组成三维反对称的张量： 


/a/3 = S(3；ot ~ Sd；0 = 


dg/3 dg t 


dx ^ dx ^ 


⑵ 


该张量相对于上面指出的变换是不变的.考虑到这种状况，可以显著简化计 
算，只要（在计算出全部出现于里的导数之后）令 g a = 0和= 
0 ①. ' 

克里斯托夫符 号是： 


00 


2 


g a h 


■*or _ ▲ i.;a 
00 — 2打 ， 


这里省略掉的项（用省略号代替）是矢量的分量的二次 形式； 在 (92.7) 
中进行微分后我们令 g a = 0,此时这些项分明会消失.在计算中使用了公式 
(84.9) ， (84.12), (84.13); Ag 7 是按照度规构建的三维克里斯托夫符号.张 
量 r ifc 按照公式 （94.9) 计算，其中^来自 （88.14) (此处我们同样令恥 =0). 
从 （95.8) 的计算结果得到下列 方程： 




8nk [ e : + p e — p 


c 4 


1 - 


v 


2 


2 


( 3 ) 




①为避免误解我们强调，这种给出了正确场方程的简化计苒方法，会不适用丁•计箅自 
己的任何分 M ， W 为它们相对于变换 （1) 不是不变的.方程 （3) (5) 左边指出了里奇张 M 的那 
些分 M ， 它们实际上等于写出的表达式.这些分 M 相对于变换 （1) 是不变的. 




§96 引力场的能动赝张置 


• 313 • 


一令广， 0 -!严_ 0 =竽^^ 

1 一？ 

R n0 = po/5 + 一 一 ^ 一 )# = 

2 Vh 

_ 8nk (p -f e)v a v (i £ — p (tti • 


c 4 


c 2 1- 


这里 pW 是由构建的三维张量，正如由 giit 构建 Z? i/C —样① 


⑷ 


⑻ 


§96引力场的能动赝张量 

在没有引力场存在时，物质（连同电磁场）的能量守恒定律和动以守恒 
定律是以方程 

dT ik . 

a ^ = 0 

来表示的，这个方程推广到有引力场的情形是方程 （94.7) : 

T ^ = 7^^-rB Tk， ^ (961) 

然而在这种形式中，这个方程一般说来并不表示任何守恒定律 ®. 这种 
情况与下述事实有关，即在引力场中，应该守恒的不是单独物质的四维动 W 
而是物质和引力场的四维总 动量； 后者并未包含在7?的式子之内. 

为了决定守恒的引力场和其中物质的四维总动量，我们以如下方式进行 
( L . D . Landau ， E . M . Lifshitz ，1947) ®. 我们这样来选择坐标系，使在时空的 
某一给定点上，所有取 it 的一阶导数都为零（这时， ga 自身不一定具有伽利 
略值）.那么，这样，在该点，方程 （96.1) 中的第二项消失， Ifil 在第一项中， 

① 在度规依赖于时间的一般情况下,爱因斯坦方程也可以用类似的方式写出.方稈中除空 
间导数外也会包含 M ln 0 ,g^h 的时间导数.参见 A. Jl . 3ejibMaHOB//HAH CCCP . 1956. T. 107. 
C . 815. (A. L. Zel ’ manov ， Doklady Acad. Set” U.S.S.R. 107, 815( 1956)). 

② If 实上，积分/ 7^ AdS 要守恒，就必须满足条件— =0> IM 不是满足 (96.1). 

在曲线坐标中进行§29里作伽利略坐标中所作的一切 it •算就很容€证明这一点.除此以外，只须 
注意下面的 If 实就够了，这些运算是纯形式的，与相应的 M 的张域特性无关，这像岛斯定理的 

证明一样，后者在曲线坐标中的形式 （83.17) 和在筘 K •儿坐标的形式是一样的. 

③ 我们河能有这个想法，即将公式 (94.4) 应用到引力场.将 A ^^ c 4 G /{ 16nk ) 代人.但是, 

必须荇重指出，这个公式只能应用到以不同于的域 g 来描写的物理 体系； 因此，这个公式不 
能位用到为本身所决定的引力场.注意，在 （94.4) 式中以 G 代替 Z 时，我们得到的不过是 
零而已，这一点从关系式（95.3> 和真空中的场方程坷以直接看出. 
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第十一章引力场方程 


可以将0从微分符号内提出，因而留下的是 


d 


dx k 


7^ = 0. 


或者，以逆变分量表示， 


d 


dx k 


T ik = 0 


恒满足这个方程的 M 可以写成下面的形式 


rpii 


d 


dx l 


V 


ikl 


式中， 7/^ 是对于指标 A ：,/ 为反对称 的迠： 


7] ikl = -7 严 


实际上，不难将了〜化为这样的形式.为此我们从下面的场方程 出发： 


rpli 


对于 R tk ， 按照（92.1)，我们有 


8jiA: 


(妒一 “〜) ， 




l g im g k Pg in | 


d 2 glp , d 2 g mn d 2 gln d 2 gmp 


dx m dx n dx l dx p dx m dxP dx l dx n 


(值得提醒一下，在我们所考虑之点，所有 n k = o ). 经过简笮的变换，张量 
T ik 可以化为下面的 形式： 


T 


ik 


d 


c 


d 


dx l 1 IGjiA : (一 g ) dx ^ 




花括弧内的式子对于 fc 和 / 是反对称的，这就是我们在上面用 7/ W 来代表 
的设.既然的一阶导数在所考虑之点为零， 闵子 1/( - g ) 可以从微分符号 
d / dx l 下提出.我们引入符号 


h 


ikl 


d 


dx^ 


A 


iklm 


A 


iklm 


I 6 nk 


(-g)(g ik g lrn -g ll g km ) 


(96.2) 

(96.3) 


h ikl 的各量对于 fc 和 / 是反对 称的： 


h 


ikl 


- h ilk . 


(96.4) 


这时，我们可以写出 


dh ikl 

dx l 


(~g)T 


ik 
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这个关系是在处^/沃^ =0的假设下导出的，在过渡到任意的坐标系时 
不再有效.在一般情形下，差 dh ikl / dx l - (~ g ) T ik 不等 于零； 我们用 (~ g ) t ik 
来代表这个差.于是，根据定义，我们有 


(- g )( T ik ^ t ik ) = 


dh lkl 

dx l 


t lk 对于 i 和 fc 是对 称的: 



(96.5) 


(96.6) 


这可以直接从它们的定义看出，因为像张 M 7^ —样，导数 dh ikl / dx l 也是对 
称的量.用疋 fc 表示 T ik . 按照爱因斯坦方程，可得关 系式： 

经过相当冗长的运算，从上式中可以得到下面的针对0的表 达式： 

t ik = j^M 2 r i n m^p- W rr n r^ p )(g il g krn - g ik g lm H 

+ it n ir p 一 n p rf m - r ] k m rs p )+ (96 g) 

+ r mn rf p - n p rf m - r lvn rr ip )^ 

W m g np (n n ^p - 厂 LA )}， 


或者，直接用度规张量的分最的导数 表示： 

r A ( 1 

(~g)t ik = -^- k [9 ik ,lQ lm ,m - Q tl ， ,0 fcm ，爪 + ^g ik glm9 ln ， P 0 Pm ， n- 

~(g tl gmuQ kn ， p0 mP ，Z + #gmn0 in ,p0 mP ,/) 4 - glmg nP Q il ^ ,p+ (96.9) 


-f ^(2^^ - g i V m )(2ffnp^r - 知 gnr)0' ， 0 P 'm } ， 


其中 # == v ^ g ik ， 而指标“， r 表示对 / 的普通微分. 

有一个本质上的特性，就是它们不构成一个 张谨； 如果注意到在 
Oh ikl / dx l 内出现的是普通导数而不是协变导数，就已经可以看到这一点.然 
而沪是用设表示的，而后者在坐标的线性变换下与张量的表现一样（见 
§85) ,所以，同样的情况对于沪也能应用. 

从定义 （96.5) 可知， 7 ^ fc + 沪恒满足方程 

-^(-g)(T ik + t ik )=0. (96.10) 



• 316 - 


第十一章引力场方程 


这表明，对下面的摄，守恒定律是成立的. 

pi = lJ ( s )( T ik + t ik ) dS k . (96.11) 


在没有引力场时，在伽利略坐标中，^= 0 ,而上面的积分化为 



c 



即化为物质的四维动最. W 此，量 （96.11) 应当是物质和引 


力场的四维总动量 . 诸量的集合称为引力场的 能动赝张量. 

(96.11) 中的积分可以在包括整个三维空间的任何无穷大的超曲面上进 
行.假如我们选择超曲面 x ° = const 作为这个面，那么， P 1 可以写为三维空 
间积分的 形式： 

^ = \ f (~g)(T i0 -f i i0 ) dV . (96.12) 


物质和场的四维总动量表示为（- g )( r ifc + 0 ) 的积分形式，（一 g )( r ifc + 沪) 
对于指标 i , 是对称的，这个事实非常重要.它表明由下式定义的四维角动 
量（见 §32) 满足守恒 律①： 


M ik = J (xMP^'-^dP*)= 

( T kl + t kl )- x k { T il + t il )}(- g ) dS t . (96.13) 


这样一来，在广义相对论中，引力物体组成的封闭系统中总角动量也是守恒 
的，并且除此之外，像原先一样可以给出作匀速运动的惯性中心的定义.能 
够作这样的定义和分量 M 0 a 的守恒有关（对比§14)，该守恒用下面的方程表 
达： 

x ° J ( r Q0 + t a 0 )(- g)dV - J x o ( r 00 + < 00 )(- g)dV = const , 

所以惯性中心的坐标由下式 给出： 


/ x a (T°° ^t°°)(-g)dV 

X a =丄 7 - • (96.14) 

y (r 00 + 0(-g)dv 

选择这样的一个坐标系，使其在指定的体积元内为惯性系，这时我们就 
能够使所有的沪在时空的任意一点为零（因为这时所有的为零）.另一 

①必须指出，我们所求得的物质和场的四维动 tt 的表达式绝不是唯一耐能的.恰恰相反. 
我们有无穷多的方法（可以参肴，例如，本节的 习题） 来构造出这些表达式，这些表达式在没有 
场存在时化为而4沿着 dSfc 积分时则得到一些守饵域.然而，我们所做的选择是唯一能同 
时满足以下两个条件的 选择： 它 It 场的能动赝张 M 仅包含 ga 的一阶（没有更商 阶的） 导数 
(从物理学的观点来看，这条件是完全 ft 然的），且又保证能动赝张拔的对称性 （ W 而可以得出 
角动 M 守恒定律）. 
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方面，在平直空间中，即在没有引力场时，只要我们用曲线坐标代替笛卡儿 
坐标，我们就能得到不等 p 零的《气因此，在任何情形下，谈论引力场能 y ： 
在空间的定域化是没有意义的.假如张 M 在某一世界点为零，耶么，在任 
何其他参考系中也是这样，因时我们可以说在这一点没有物质或电磁场.相 
反地，从一个赝张量在一个参考系的某一点为零的事实，根本就不能断定， 
在另外一个参考系中也是如此，因此，谈在某个地方到底有没有引力能是无 
意义的.它完全与下面的事实相应，即只要坐标选择得适当，我们能够“消 
除”在一给定体积元内的引力场，同时，根据我们在上面所说的，赝张 
在这个体积元内也将消失. 

但是量 pi (物质和场的四维动设）却有完全确定的意义，刚好在基于物 
理考虑所需要的程度上与参考系的选择无关. 

让我们划分出一个包含着所研究全部质量的一个空间区域.随着时间的 
流逝，这个区域在四维时空内割出一条“通道”.在这个“通道”以外，场是 
减小的，闵而四维空间逐渐趋向平直.由于这个原因，在计算场的能量与动量 
时，显然我们必须选择这样的四维参考系，使得离“通道”足够远处，坐标系 
转变为伽利略系，而所有的都为零. 

根据这个要求，参考系当然绝不是唯一确定的，它在“通道”以内还可 
以任意地选择.然而，就量 p 的物理意义而言，它们与“通道”内坐标系的 
选择完全无关.实际上，我们来考察两个坐标系，在“通道”内是不同的，但 
在远离“通道”的地方，这两个坐标系转变为同一个伽利略坐标系，我们来 
比较在这两个参考系内的四维动设 Pi 和 P " 在确定的“时刻和: r / G 的值. 
我们引入第三个坐标系，这个坐标系在时刻： r G 在“通道”内与第一个参考系 
统重合，在时刻: rW 与第二个参考系重合，而在“通道”以外，则是伽利略坐 
标系.根据能量守恒和动 M 守恒定律，量户是不变的 （ d 户 / dar G = 0). 这对于 
第三个坐标系是如此，对于前两个也是如此，从此可以断定户= P "， 这即 
是要证明的. 

前面已经提过，量卢在坐标的线性变换下与张量的表现一样.因此，户 
对于这样的变换构成一个四维矢量，就特例言之，它对于在无穷远处将一个 
伽利略参考系转换成另一个伽利略参考系的洛伦兹变换也是这样®. 

四维动 M P 同时可以表示为沿着远处的三维曲面的积分形式，该曲面 
囊括“整个空间”.将 (96.5) 代人(96.11)，我们得到 



①严格地说，在定义式 （96.11) 中.户仅对于行列式等于1的线性变换是四维矢垃；而这 
里有关的是耶些具有物理意义的洛伦兹变换.如果 允许带 行列式不等丁 - 1的变换.那么在定义 


P ' 时应该引人无穷远处的数值 g , 即在 （96.11) 的左边用 y /^ P ' 取代 P *. 
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我们发现，如同在§105里将要指出的那样，在定态情况下数值在 
离物体较远距离处按照 l / r 2 的规律减小，因此积分 （96.16) 在积分曲面处于 
无穷远处是有限的. 

为了推导角动量的类似公式，将 （96.5) 代入（96.13)，并且将表示 
为 （96.2) 的 形式. 然后迸行“分部”积分，求得： 


M 




q 2 ^klm 


1 dx m dx n J 


dx m dx r 


if{ x 


i d\ klni 

dx n 


k 


d\ ilmn 

dx 11 


) d/；m 也 


d\ ilm 

dx n 


) 


dSi 


(x l h klm -x K h U7n )df^ r 


k u ilrn 


2 c 


d 


dx n 


(A 


klin 


\ tlkn )(15 / 


从数值的定义容易看到 


^ilkn _ ^klin _ ^ilnk 


所以剩下的沿 dS / 的积分等于 


Q^ilnk 

dx n 


dSi 


ij xilnkdf ^ 


最后，再次选择纯粹的空间曲面做积分，最终 得到： 


M 


ik 




i ^(x*/i fe0Q - x k h i0n -f X i0nk )df a 


(96.17) 


① d / fc •，这个域是“垂迕夂丁•曲元的，它与“切面”元 d / A 的关系是 （6.11> : d/A = ie lklrn df 1 ^. 

在垂过于：^轴的超曲如的边界面上，对于 d / h , 只有 f，m = 1,2,3的那些分 M 不为零， W 此对 
于 d / i , 只有 A i 和 fc 之中有一个为零时， d / 二相应的分 址才不 为零.分 ttd / 二不是别的•就是 
锌通曲面 的三维 元的分 M , 我们简以 d / a 衣之. 


利用 （6.17) 式，这个积分可以化为在普通曲面上的 积分： 

pi = Ycf hikldrkl ' (96.15) 

假如我们选择超曲面 X G = const 作为 （96.11) 中的积分面，那么， （96.15) 中 
的积分面就变为纯粹的空间曲面 


16) 

6 . 

(9 


/a 

d 

/l i0 

1 lc 
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习 题 

利用公式（32.5)，求物质和引力场的四维总动量的表达式. 

解： 在曲线坐标中，代替 （32.1), 我们有 

S = J A \/— gdVdt y 

因此，为了得到一个守恒的量，我们必须在 （32.5) 中以代替/ I ，因此, 
四维动量有下面的 形式： 


Pi 






在将这个公式应用于物质时，对于该物质，与不同，我们可以将 v/=g 
从微分符号下提出，被积函数就可以化为此处的是物质的能量 

动量张量.当我们将同一公式应用于引力场时，必须使 yl = 而 q ⑴ 

是度规张量 giA : 的分量.场和物质的四维总动量因此等于 


16jtA: 


p, = \ j T t k y/^dS k 


c 3 


16 jiA: 




dg hn d ( G ^ g ) 


dx ( d ( dg lm / dx k ) 


dS , 


利用 G 的表达式 （93.3)， 可以将上式变为 


Pi 




16 jiA * 


V-g + 

+ - nA gink f g) 


dx { 


dx l 


dS k 


在花括号内的第二项是在没有物质时引力场的四维动量.被积函数对于指标 
i ，/ r 是不对称的，因此我们不能得到角动量守恒定律. 


§97同步参考系 

就像我们从§84节所知的那样，能够在空间的不同点同步时钟的条件可 
归结为度规张量的分等于零.除此之外，如果 goo = 1，那么时间坐标 
= f 表示空间内每点处的固有时 ®. 我们把满足条件 


goo = 1 ， gOa = 0 (97.1) 

的参考系称做 同步参考系. 在这样的参考系内间隔元由下式 给出： 

ds 2 = dt 2 — y a ^ dx Q dx ^ ^ (97.2) 

①在本节中我们令 c = 1. 
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并且空间度规张 M 的分懂与的分 M 相等（不计正负号）： 


hcxff = 一 Sa/3- 


(97.3) 


在同步参考系中时间线就是四维空间里的测地线.实际上，与世界线 
x 1 ,^ 2 ,^ 3 = const 相切的四维矢量 w * = da ^/ d.s 具有分量 w a = 0 ,?/° = 1 ,并且 
自动满足测地 方程： . 

盖 + ni ^ 1 = n 0 = o, 

因为由条件（97.1)，克里斯托夫符号 r 0 « 0 , rs 0 恒等于零. 

同样容易看到，这些线垂直于超曲面 <= const . 实际上，垂立于这样的超 
曲面的四维矢量 rii = dt / dx l 具有协变分量 7 i a = 0, no = 1 . 由条件 （ 97. 1 ) ，相 
应的逆变分娥也是 =0 , n G = 1 ，就是说，等同于时间线的切线的四 维矢最 
d 的分量. 

反过来，这些性质可用于任意时空内同步参考系的几何构建.为此我们 
选择某一类空间超曲面作为起点，就是说，在该超曲面每一点上的法线具有 
类时方向（位于以该点为顶点的光锥内部 在这样的超曲面上的所有间隔 
元都是类空的.然后建立垂直 丁这个 超曲面的一簇测地线.如果现在选择这些 
测地线作为时间坐标线，并且把时间坐标 f 定义为从起始超曲面算起的测地 
线的长度 s ， 我们就得到同步参考系. 

显然，这样的构建，以及同步参考系的选择原则上总是可能的.此外，这 
个选择还不是唯一的.形如 （97.2) 的度规 允许进 行不影响时间的任何空间坐 
标变换，除此之外，还允许在几何构逑时，有一个和选择起始超曲面的任意 
性相对应的变换. 

解析地变换到同步参考系原则上可以借助哈密顿雅可比方程进行.这 
个方法的原理在于引力场中粒子的轨迹恰好是测地线. 

在引力场中粒子（其质 M 定为 1 >的哈密顿雅可比方程为 


dr _dr_ 
da:* dx fc 

(这 1 我们将作用 M •表示为 T ). 它的全积分具有如下 形式: 


(97.4) 


T = /(r，/) + wr )， (97.5) 


其中/是四个坐标^和三个参数 r 的函数；第四个常数4看 做三个 r 的 
任意函数.根据 T 的这种表示，令导数 ar / ar 等于零，就可以获得粒子的轨 


迹方程，即 


dl 


dA 


(97.6) 
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对于参数 p 的每组给定值，方程 （97.6) 的右边具有确定的间定值，并且由 
这些方程确定的世界线是粒子可能的轨迹之一.选择沿着轨迹具有恒定值的 
量 r 作为新的空间坐标，而 T 的值作为新的时间坐标，我们就得到同步参 
考系，并且所求的从旧坐标到新坐标的变换由方程 （97.5) 、 （97.6) 确定.实 
际上，在这种变换中时间线的测地性自动得到保证，并且这些线将垂直于超 
曲面 r = const . 最后一点显然来自于力学 类比： 垂直于超曲面-扣/ 6 ^的四 
维矢量等同于力学中粒子的四维动因此其方向与四维速度 W 重合，也 
就是说与轨迹切线的四维矢量重合.最后，方程 g(K) = 1 显然得到满足，这是 
由于作用量沿轨迹的导数 - dr / ds 就是粒子的质坫，我们将其取做 1 ;因此 
| dr / ds | = 1 . 

我们在同步参考系中写出爱因斯坦方程，在其中分离空间和时间的微分 

运算. 


引入符号 




dt 


(97.7) 


以表示5维度 规张设 的时间导数.这些值自己构成三维张量.对三维张最 A /? 
移动指标和进行协变微分的所有运算都将在带有度规的三维空间里进 
行①.我们指出，总和 < 是行列式7三|7«剷=-尽的对数的导数： 



针对克里斯托夫符号求得表达式： 

厂品 = 厂^) = 厂匕= 0， ^2(3 — 2 ^00 = 2^' 厂罗7 = 入 》V 


(97.8) 


(97.9) 


其中是由张量构成的三维克里斯托夫符号•按照公式 （92.7) 的计算 
导出下列张量的分量表 达式： 


^ = - (97.10) 

Rctfl = Pct0 + 2dt Ka/3 — 

这里尸《/3 是由构造的三维里奇张量，如同由 gA 构造凡 it ; 下文中升高指 
标和协变微分也是用三维度规进行. 

①何是这当然不适 用丁在 四维张 W ： R,k - T it (参见 （88.12) 朌的脚注）的空间分姑 t 移动指 
标的运算.就是说应该像过去那样理解为 g ^ T ^+ g ^/^, 前情况下耐简化为 
与差个正负号. 
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我们把爱因斯坦方程用混合分量 写出： 


础= 

: - i^ = 8jlfc ( r °°- 

(97.11) 

= 

= 豆(<;冷 - °^, a ) = SjiAcTJ , 

(97.12) 

晚: 

:-以- = 

(97.13) 


同步参考系的特征是它们的非稳态 件： 在这样的参考系中引力场不可能 
是恒定的.实际上，在恒定引力场中应该有 x ^=0. 然而在存在物质的条件 
下，全部变为零在任何情况下都会与方程 (97.11) 相矛盾 （（97.11) 右边 
不为零）.我们可以从 （97.13) 得出，在真空中全部,进而三维曲率张 M ： 
P ( ^ s 的全部分量变为零，也就是说，完全不存在场（在有欧几里得空间度规 
的同步参考系里，时空是平直的）. 

同时，填满空间的物质一般说来相对于同步参考系不能静止.从下面的 
原因来看这是显而易见的，即内部有 K 强作用的物质的粒子一般说来不沿着 
测地世界线 运动； 静止粒子的世界线是时间线，闵而是同步参考系中的测地 
线.“尘埃状”物质 (p = 0) 是个例外情况.它的粒子在无相互作用的情况下 
沿测地世界线 运动； 在这种情况下，相应地，参考系同步性的条件与它同物 
质共动的条件并不矛盾®.对于其他的物态方程，类似的情形只有在个別条 
件下才成立，即在任何方向或某些方向上不存在压强梯度的时候. 

方程 (97.11) 可以表明，在同步参考系中度规张 M 的行列式- g = 7必定 
得在有限的时间内变为零. 

为此我们指出，这个方程右边的表达式对丁•任意的物质分布都为正值. 
实际上，在同步参考系中对于能量动 M 张量 （94.9), 我 们有： 

T »~\ T = \ < ' e+ 3p) + 

(四维速度的 分璜由 (88.14) 给 出）； 这个值砧然是正的.对于电磁场的能埴 
动量张量同样也成立 （: T = 0,7^ 是场的正能 W 密度）.这样，从 (97.11) 我们 
有： 

~^o = 2 dt ^ + ^ ° (97.14) 

①但是在这种情况下，选择 ‘ M 司歩共动”参考系的"[能性还必须满足一个条件，就是物质 
的运动“不带有旋转”.在共动参考系中四维速度的逆变分如果参冬系还是同 
步的，那么协变分 tt uo = i , u Q =0. W 此它的四维旋度必须 为零： 

dui duk 

但是这个张 m 等式成该在任何其他参！系中都成立.于是，4:同步的， m 不共动的参考系中我们 
从中得到三维速度 v 的条件 rott ; = 0. 
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( 等号在真空中成立）. 
按照代数不等式® 


可以将 (97.14) 写成 


或者 


假设，例如某个时刻^ > 0 ,那么当 6 减小时 1 / 4 的值也减小，并且它的导 
数总是有限的（不为零），因此 1 /<必定在有限的时间内（从正值）变为零. 
换句话说， 4 变为+沈，而由于 ^/ dt ,那么这意味着行列式 7 变为 
零（并且按照不等式 (97.15), 不快于《 6 ) . 如果在初始时刻<0,对于增 
长的时间将得到同样的结果. 

然而这个结果完全不能证明度规中必定存在真实的物理奇点.物理奇点 
是时空本身的特性，与所选择参考系的特点无关（这样的奇点应该以物质密 
度，或曲率张量的不变量等标 M 趋于无穷大为特征）.同步参考系中的奇点 
(已经证明了其不可避免性），在一般情况下实际上是虚构的，在转换到另一 
个参考系（非同步的）时会消失.从简单的几何论证就可以理解它的来源. 

从上文中我们看到，构造同步参考系可以归结为构造一簇正交于某个类 
空超曲面的测地线.但是任意一簇测地线一般说来会在某些包络超曲面上相 
交，这些超曲面是几何光学中焦散面的四维类比.我们知道，在给定的坐标 
系中，坐标线的交叉自然地产生了度规的奇点.所以，与同步参考系的特殊性 
质有关的奇点的出现有儿何上的原因，因而不具有物理的特征. 一 般说来，四 
维空间的任意度规也允许存在不相交的类时测地线簇.同步参考系中行列式 
7 为零的必然性意味着，场方程允许的现实（非平迕）时空（以不等式只1]彡0 
表达）的弯曲特点排除了存在这样的簇的可能性，所以在所有的同步参考系 
中时间线必定彼此相交②. 

① 将张 M (在任何一个给定的时刻)转化为对角形式.就可以容易地确认其正确性. 

② 在同步参考系中.伪奇点附近度规的解析构建可以参考文献 E . M . JlH 4 mivm.B B . Cy - 
Ahkob f M . M . Xa ^ arHHKOB //> K 3 T ^. 1961. T . 40. C . 1847 ( E . M . Lifshitz , V . V . Sudakov • L M * 
Khalatnikov , JETP 40 , 1847, 1961). 从几何的理解可以明 A 这个度规的一般特征.由于焦散超曲 
而在任何情况下都包括了类时 的间隔 （类时测地线在与焦散面切点处的线 元）， 它不是炎:空的. 
冉者，在焦散面 _ L 度规张 W 7^的主值之一变为芩对应的情况足•：两个相邻的测地线在它们与 
焦散曲的切点上相交，并 a 这两个测地线之间的距离 u ) 变为芩.在到达交点前6按照与距离 
(/) 的一次方成正比的关系变为零， w 此度规张 M 的主值以及行列式1按照正比于 p 的关系变 
为零 • 


^ 赢 《) 


2 


• 6 


+ :( 0 2 《0 




(97.15) 
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在上文中我们提到，对于尘埃状物质，同步参考系同时可以是共动的.在 
这种情况下物质密度在焦散面上变为无穷大， 这正是粒子的世界线（与 

时间线亟合）相交的结果.但足敁然这个密度的奇点可以通过引入任意小但 
不为零的物质压强来消除， W 此在这个意义上.它也是非物理的. 

习 题 

1. 求真空中引力场方程在非奇异的正则时间点附近的解的展开式. 

解： 按约定选择被考察的时间点作为时间原点，我们将以下面的形式求 

解7«»沒 

2 / \ 
^IfaP = “ 0 (/ 3 + + t Cap + •••， （ 1 ) 

其中 a a 0 , b a 0 y c a 0 是空间坐标的函数.在同样的近似中，逆张 量为： 

7 q/? = a a0 - tb nf3 + t 2 (b a ^b^ - c a0 ) y 

其中是 a a ^ 的逆张量，而其余张量的指标的上移借助于进行.我们 
还有： 

x a 0 = b a0 + 2 tc n0y ^ W + 亡( 2 4 一 6 a7 ^). 

爱因斯坦方程 （97.11) — (97.13) 导出下列关 系式： 

• 却 = -c + 1= 0’ （2) 

[- C ; a + 警- 5( 賦)治 1 = 0， ⑶ 

• _ 

^ = - PS -^+^- c 2=0 (4) 

( b = b ^c = c 2). 这里协变微分运算在带有度规的三维空间里 进行； 张量 
p a 0 也按照这个度规来定义. 

从 （4) 式可知，系数 c a /3 完全按照系数 a a /3 和 6 a ;3 来 确定. 于是 （2) 式 
可给出下列关系式 

P + i 62 - i ^ =0 - ⑻ 

从 （3) 式中的零阶项 可得： 

ba\l3 = ⑼ 

在这个方程中〜 f 的项在使用 （2),(4) —(6) (和恒等式= P ; rt /2; 对比 
(92.10)) 时恒为零. 
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因此， a n 0 ， b n 0 的12 个值相互之间由一个关系式 （5) 和3个关系式（6> 
联系起来，于是剩下3个空间坐标的8个任意的函数.其中的3个函数与3 
个空间坐标的任意转换的可能性相联系，其中一个函数与在构造同步参考系 
时初始超曲面的选择的随意性相联系.相应地（参考§95的末尾），还剩下4 
个 “ 物理上不同”的任意函数. 

2. 计算同步参考系中的曲率张量 Rikim 的分量. 

解： 利用克里斯托夫符号（97.9)，我们按照公式 (92.1) 可以得到 

^■apifS = 一 Pa^iS 七 3(^06^37 — ^Q 7 ^ 06 ) 1 

办柳= 2 dt^ 0/j ~ 

其中 P 响6 是与三维空间度规7«/9相对应的三维曲率张量. 

3. 求不破坏参考系同步性的无穷小变换的一般形式. 

解： 变换具有如下形式 

t t -)r (^(x 1 , ar 2 ,a: 3 ), x a —► x a + ^ Q (x l ,x 2 y x 3 ,t)^ 

其中 </?, 是小量 . v ? 不依赖于 f 保证了条件尽 oo = 1 的成立，而条件 goc » == 0 
的成立则需要满足方程 

dip 

la0 ~dT = 

由此 

r = S/ 7 a/3 df + rV ， a: 2 ， x 3 )， ⑴ 

其中 / a 也是小量（构成三维矢量 /). 在这种条件下空间度规张量可按 
照下式替换 

laft —* la0 ~ ia\0 ~ ^0;a — ( 2 ) 

(在公式 （94.3) 的帮助下可以容易地证 实）. 

可见，该变换包含空间坐标 ^ f a 的四个任意（小量的）函数. 

§98爱因斯坦方程的标架表示 

对某些特殊形式的度规而言，确定里奇张 M 的分 M (并进而写出爱因斯 
坦方程），一般说来需要相当繁杂的计算.因此考虑使用各种公式，使得在某 
些情况下可以简化这些计算，并且以更加直观的形式把结果表达出来，是十 
分重要的.以标架形式来表达曲率张 M 就属于这些公式之列. 
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第十一章引力场方程 


引入四个线性独立的四维基准矢坫(用指 标^1 编号）的集合' 只需 
满足下列要求 

= Vab ^ (98.1) 

其中 r / ab 是给定的带有号差+ - 的恒定对称矩 阵；％ b 的逆矩阵用7/^表 
示 ( V ac ?? cb = 耐)①.和矢量的标架同时引入与之互逆的矢 g e (a)i 的标架 
(用上方标架指标编号），按照下面的条件确定 

4%)=邛， (98.2) 

即， e ,( a ) 中的每一个矢 M 正交于三个矢 tt e \ b ) ,其中等式 （98.2) 乘以 
ef a ) , 得到 ( e k { a ) e [ a ) ) e \ b) = ef b) , 由此可见，和 （98.2) 同时自动地成立等式 

ej a ) ef a) =^. (98.3) 

等式 e ， ( a ) e ( c )* = Vac 两边同乘以得到： 

e ! a )( n 6 Ce ( c ) t ) = 

与 (98.2) 相比较，我们求得 

e - 6) = T7 6 c e ( c ) i , e (b)i = r ) bc e [ c) . (98.4) 

这样一来，标架指标的上移和下移可以利用矩阵 r 产和7^来实现. 

用这种方式引入的标架矢量的意义在于，度规张量可以经过它们来表 
达.实际上，按照四维矢量的协变分 M 和逆变分缺之间的联系的定义，我们有 
= giie ^ 1 ；这个等式乘以 e ( o ) fc 并且使用 （98.3) 和（98.4)，我们 求得： 

Sik = e ( a )* efc a) = rjab ^ . (98.5) 

带有度规张量 （98.5) 的线元的平方具有形式 

da 2 = r / a 6( ej a } dx ') { e ^ dx k ). (98.6) 

至于任意给出的矩阵最自然的选择就是“伽利略”形式（即带有元 
素为1,-1， -1,-1 的对角矩 阵）； 在这种情况下标架矢量按照 (98.1) 是相互 

* 称为标架了故基准矢试亦称标架矢 M . ——中译注 

①在本节中头几个拉丁字母 a ,6, c ,... 将用来表示给基准矢 讨编号 的指标 （ 以下称标架指 
标 四维张坩的指标还按照以前那样用字母 m .. 表示.在文献中标架指标习惯上用括号 
中的字母（或数字） 表示. 为了避免公式的书写过于烦琐，我们将仅在标架指标和四维张指标 
一起出现（或相齐）时才使用括号，而在表示 A 定义的仅具有标架指标（例如 ， r / w 和接下来的 
7 a 6 C - A ttbc ) 的 M 时我们将荇略括号.两次歌 M 的标架指标（如同张 姑指标一样） 在任何地方都表 
示求和， 
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正交的，并且其中之一是类时的，而其他三个是类空的然而这里强调一 
下，这样的选择绝不是必须的，可能存在这样的情形，由于这样或那样的原 
因（例如，按照度规的对称性质）适合选择非正交的标架®. 

四维矢量 w 的标架分量（对于任意阶的四维张量也类似）定义为它在 
四维标架矢 M 上的“投 影”： 




( b ) 


反 过来： 


木 = e n 々 = e ; a ) A ⑷ 


我们以这种方式来定义“沿着 a 方向”的微分 运算： 




引入接下来需要的量 ®: 


(98.7) 

(98.8) 


k 


^fabc = 


(98.9) 


以及它们的线性组合 


久 abc = ^)abc 一 ^)acb — 

~ ( e (a)i;fc — e (a)fc;t) e (6) e (c) = ( e (o)i,*r — e (a)fc t i) e (6) e fc) 


(98.10) 


(98.10) 中的最后一个等式由 （86.12) 导出； 我们指出， A ^ c 的值可以通过对 
标架矢量进行普通的微分来计算. 

反过来用 A a fcc 来表达 7 a 6 c : 


^)abc ~ 3( 入 abc + ^bca — Xcab) • 


这些量具有对称 性质: 


^)abc ~ - hbac ^ 


^abc = — 久 cicb. 


(98.11) 


(98.12) 


① 选择线性形式 dx <"> = 作为给定的四维空间 中元 （取“伽利略"〜 6 ) 里的 坐标轴 

的线段，我们 W 此在这个隼元里将度规转化为伽利略形式.扣次强调一下的形式•般说 
来不是坐标的菜个病数的全微分. 

② 标架的介适的 选抒可 以遵循以前将心 2 化为形式（98.6> 的办法 • 闵此， 形如 （88.13) 的 
cU 2 表达式相应于标架矢量 

ej 0> = (>/7i, -\/hg) t e\ a) = (0,e (u) ), 

这里的选择依赖于空间形式 d / 2 . 

③ ,、 w ，<. 称做里奇旋度系数. 
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第十一章引力场方程 


我们的目标在于确定曲率张 M 的标架分 M . 应该从定义 (91.6) 出发，该 
定义曾用于标架矢 fi 的协变 导数： 


C ( a ) i ' k;l 一 ~ C ( a ) 尺 mifcZ 


或者 

只⑷ (6)(c)(rf) = ( e (a)i;k;l ~ e (a)i;/;/c) e (6) e (c) e (d)* 

这个式子可以容易地用 M 7 a 6 c 来表示.我们写岀 


e (a)i:k = 7a6c e j )4 )， 


而在下一个协变微分之后，标架矢 童的导 数再次以同样的方式 表达； 在这种 


条件下标量7«6<:的协变导数与它的普通导数相同 ®. 结果得到: 


^(a)(6)(r)(d) = hnbc，d — + ^/abfih^ cd - 飞 , d(’） + bd — ^)afd^1^ bey (98.13) 


其中按照一般规则， 7 a be = r , ad 7 abc , 等等. 

按照一对指标 a ， c 对这个张量迸行缩并可以给出要求解的里奇张量的 
标架 分量； 我们利用 A a 6 c 的值来把它们表示 出来： 


^(a)(6) = 一孓 (Aafc'c + ^ba C \c + ^ ra,6 + ^ cb,- 


(98.14) 


+ A ' d 6 入 rda + b^dca 一忑入 b < <l ^acd + ^ cd^ab f， + A C c d^ba ^)- 


最后，我们提请大家注意，上面讲述的这些理论计算实质上和度规的四 
维特性没有任何联系. W 此得到的结果也可以应用于三维度规上的三维黎曼 
张量和里奇张设的计算.在这种情况下，自然而然，代替四维矢最的标架，我 
们将应对三维 矢量的 标架，而矩阵应具有号差+ + + ( 我们将在 §116 遇 
到这种应用）. 


①为便于参考.我们列出采用类似方法变换过的任意四维矢姑和四维张 M 的协变导数的表 

达式 

= ^( a ),(6) - ^ {d) lfdabi 
4⑷， (*0，( e ) 一 4⑷ (6)7 <lor + 4( a ) ⑷ 


等等 . 
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引力物体的场 


§99牛顿定律 


现在，我们将爱 W 斯坦场方程过渡到非相对论力学极限.止如在§87所 
指出的，关于所有粒子速度很小的假设也要求引力场很弱. 


在§87中，我们求得在所考虑的极限情形下，度规张量的分量 go « (我们 


所需要的唯一分坫）是 


^00 




其次，对于能 ft 动 M 张 W 的分域，我们 " r 以用表达式 （35.4)0 = 

其中//是物体的密度（单位体积内粒子静止质最 之和； 我们省略了 //的下标 
0). W 为宏观运动也认为是缓慢的，那么，对于四维速度 U 1 ， 我们应当略去它 
的所有的空间分窗，而仅仅保留时间分量，就是说，应当令1^=0，1/ () =如=1. 
因此，在7?的所有分最之中只留有 


对 = "c 2 . 


(99.1) 


标量 T = Tt 将等于同一值 / ic 2 . 

我们将爱因斯坦方程 （95.8) 写成： 

对 At ㈣; 


当 i = A : = 0时， 


R°o = 


4 nk 


c ? 




不难验证，在我们所考虑的近似情形中，所有其余的方程都恒等 于零. 

在从普遍公式 （92.7) 计算础时，我们要注意，所有含诸量的乘积 
的项，在任何情形下，都是二阶小此含有对于的导数的项是很小的 

9 
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(同那些含有对于坐标 X "的导数的项比较），因为它们含有额外的 1/ C 的幂. 
结果，剩下 r ^ = Roo = arsj / aw •将 

00 2 s dx^ c 2 dx n 


代人，我们求得 

闵此，爱因斯坦方程化为 


A(p = Aiikfi. 


(99.2) 


这就是非相对论力学中的引力场方程.我们要注意这个方程完全类似于 
电势的泊松方程（36.4)，只是在此处以质量密度乘- A : 来代替了电荷密度.因 
此，与 （36.8) 相类似，我们可以立即写出方程 （99.2) 的通解 如下： 



这个公式决定了非相对论近似下任意质量分布的引力场的势. 
就特例言之，质量为 m 的单个粒子的场的势是 

km 


(99.3) 


(99.4) 


因此，作用在该场内另外一个粒子（质量为上的力 F = 


-m 在 


or 


等于 


„ kmm! ，一 “ 

F = --^ 2 -. (99.5) 

这就是众所周知的牛顿引力定律. 

粒子在引力场内的势能等于粒子的质 M 乘以场的势，这与电场内的势能 
等于电荷乘以场的势相似.因此，与 （37.1) 相似，我们吋以写出任意质量分 
布的势能 如下： 

/ fvpdV . (99.6) 

对于离产生场的质试很远的恆定引力场的牛顿势，我们可以写出一个类 
似丁•在§40和§41中对静电场得到的展开式.选择质量的惯性中心为坐标原 

点.这时，积分 | / irdV 将恒等于零，这个积分与电荷体系的偶极矩类似.因 

此，与静电场的情形不同，在引力场情形中，我们总能够消除“偶极项” .W 
此，势 V ?的展开式有下面的 形式： 




+ 6 Da0 


d 2 1 

dx^dXfi K … • 



(99.7) 
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式中 A /= / fidV 是体系的总质量，而 


^otfi = J /x( 3 xofX^ 一 6 a 0 )AV 

可以称为质量的四极矩 张置' 它与通常的转动惯 置张量 


有下面的关系式: 


J a 0 = J fi(r 2 S a0 - x Q x 0 )dV 


^a(3 ~ 一 • 


(99.8) 


(99.9) 


由给定质 tt 分布求牛顿势是数学物理中一个分支的 主题； 阐述有关的各 
种方法并不是本书的任务.这里我们只给出一个均匀椭球体产生的引力场势 
的公式作为参考. 

设椭球表面由如下方程 给出： 


.2 


2 




2 


■孑 =1 ， 

则场在物体外任一点的势由如下公式 给定： 


a > b > 


(p = —Tifiabck J ( 


.2 


y 


ds 

a 2 + s 6 2 + 5 c 2 + s J R s 


) 


R s = V (a 2 + s)(& 2 + s)(c 2 + s), 


(99.10) 


(99.11) 


式中《是方程 

x 2 |jf* z 2 _ 

+ 62T^ + c 2 + e = 

的正根.椭球内部场的势由如下公式给出 





a 2 + s 


V 2 

6 2 + s 


2 


C 2 + S 


) 


ds 

Rs 


(99.12) 


(99.13) 


它同 (99.11) 的区別在于积分下限换成了 0;我们注意到这个表达式是坐标 
x , y , z 的二次函数. 

按照 （99.6), 物体的引力能可通过将表达式 (99.13) 对椭球体积进行积 
分求得.这个积分可以用初等方法完成 @ ，结 果是： 



3 km 2 

8 



3 km 2 
= 8 




瓦 


① 作此. 我们将所心指标《，3都4成下‘标.没有 K 分协变和逆变分 M , W 为所有的运诗都 

是在荇通的牛顿空间（欧几里得空间）中进行的. 

② 对平方 x 2 , y 2 ^ 2 枳分 M 简中的做法足 • 通过代换 x ^ ax\y = by \ z = cz ^ 把对椭球体积 

的积分化为对单位球体积的积分. 
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4 ji 


是物体的总质 量）； 对第一项作分部积分，最后得到 

rr 3 fcm 2 ds 

ff = - irJ 0 瓦. 


(99.14) 


出现在 （99.11) (99.14) 式中的所有积分，都可以用第一类和第二类椭 

圆积分来表示.对于旋转椭球体，这些积分吋以用初等函数来表示.就特例言 
之，旋转扁椭球 (a = b > c ) 的引力能是 


rr 3 km 2 c 

U = - 1 arccos 

5 v / a 2 — c 2 a 


(99.15) 


而对于旋转长椭球 （ a >6 = c ) 有： 


Tr 3 A : m 2 , a 

U = - ===arch 一 

5\/ a 2 — c 2 c 


(99.16) 


对于球 （ a = c ) ，两个公式都给出值 t / = -3 A : m 2 /5 a ， 这个结果当然也可由初 
等方法得到 

习 题 

求作整体旋转、且引力质量分布均勾的流体的平衡形状. 

解： 平衡条件是，物体表面上引力势与离心力势之和为 常量： 


Q 2 


( x 2 + y 2 ) = const 


(/? 是角 速度； 旋转轴是2轴）.满足要求的形状是旋转扁椭球.为求得它的 
参数，将 (99.13) 代入平衡条件，并用方程 （99.10) 消去2 2 ;这就 给出： 


{ x 2 + y 2 ) 


const , 



ds _ Q 2 c 2 f °° ds 

o ( a 2 + s ) 2 \/ c 2 + s 2 nfika 2 c a 2 J Q ( a 2 + s )( c 2 + s ) 3 / 2 


由此得出，方括号内的表达式必须为零.进行积分，结果得到方程 

( a 2 + 2 c 2 ) c 3 c 2 _ i ? 2 _ 25 /4jt\ M 2 ^ 1 / 3 / c \ 4 / 3 

( a 2 — c 2 ) 3 / 2 arccos a a 2 — c 2 2 nk^i 6 \ 3 / m l0 ^ 3 k va / 

(M = ~ ma 2 f 2 是物体绕 2 轴的角动量），该方程对于给定的 M 或决定了 
5 

①半径为 a 的均匀球内部场的势为 

= 一 
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两半轴之比 c / a . 比值 c / a 对 M 的依赖关系是单值的； c / a 随着 A / 的增加而 
单调增加. 

不过，我们得到的对称形状仅对不太大的 M 值（对于小扰动）是稳定 
的.对于 M = 0.24/ r 1 / 2 7 n 5 / 3 ^ _1/6 ( c/a = 0.58) 将失去稳定性.随着 A / 的进一 
步增加，平衡形状变为 6/ a 和 c / a 值（分别从1和 0.58) 逐漸减小的一般椭 
球.这种形状对于 M = ( a : b : c =\: 0.43: 0.34) 再次变得 

不稳定 

§100中心对称的引力场 

我们来研究一个具有中心对称的引力场.任何中心对称分布的物质都可 
以产生这样 的场； 这时，当然不仅分布必须是中心对称的，而 R 物质的运动 
也必须是中心对称的，就是说，每一点的速度必须是沿着径向的. 

场的中心对称性就等于说，时空的度规，即间隔 ds 的表达式，在所有 
与中心等距离之点必须一样.在欧氏空间中，这个距离等于径矢；在非欧氏 
空间中，例如在引力场存在的情形下，没有一个 fi 具有欧氏径矢的一切特性 
(例如，既等于到中心的距离，又等于圆周之长除以 2: i ). 闵此，“径矢”的选 
择现在是任意的. 

假如我们用空间“球”坐标 认屮， 那么， ds 2 的最广义的中心对称式是 

ds 2 = h ( r 、 t ) dr 2 -f fc ( r , t )( sin 2 6 - dy ? 2 + d 0 2 ) + 

+ Z ( r •，尤 ) d < 2 + a ( r ， t ) drdt , (100.1) 

式中，是“径矢” r 和“时间 、的 某种函数.但是，闵为在广义相对论 
中，参考系是可以任意选择的，所以我们还可以对坐标进行不破坏 ds 2 的中 
心对称性的任何 变换； 这就是说，我们可以按照公式 

r = t = , 2 ( 〆 ， 〆 )， 

变换坐标 r 和纟，此处的 h ， h 是新坐标的任意函数. 

利用这种可能性，我们这样来选择坐标 r 和时间 f , 首先，使 ds 2 的表 
达式中的 drd < 的系数 a ( r , t ) 为零，其次，使 ds 2 的表达式中的第二项的系 
数 k ( r , t ) 简化为 - r 2 . ②后一要求意味着，径矢 r 是这样定 义的： 使一个以 
坐标原点为圆心的圆周之长等于 2 :ir (在0 = ji /2 的平面内的圆的弧元等于 

① 有关这个问题的参考文献坷在 H . Lamb 的著作 Hydrodynamics , XH . 1947中找到 • 

② 必须指出这个条件并未唯一决定时间坐标的选择.就是说.它还可以进行一个不包含 r 

的形如 t = 的任意变换. 
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(100.5) 

( 100 . 6 ) 
(100.7) 


d / = rd ( p ) .将 / i 和/分别写成形如- e A 和 c 2 e " 的指数式是便利的，此处的 A 
和 p 是 r 和《的某种函数.因此，我们得到下面的 ds 2 表 达式： 


ds 2 = e ^ c 2 df 2 — r 2 ( d 0 2 -f sin 2 6 - dip 2 ) — e A dr 2 . 


( 100 . 2 ) 


分别代表坐标对于度规张量的非零的分量，我 

们有以下表达式 


goo = e , gn 


e 入， g 2 2 = -r 2 、 g 3 3 


r 2 sin 2 0. 


显然 


g n = 一 cr A 


- r ^ 2 sin -2 9 


用这狴值，不难从公式 （86.3) 算出计算的结果如下（一撇表示对于 
r 微分，在符号上的一点表示对于 ct 微 分）： 

厂 /i = ^■，厂 I 0 。= ^*，厂品 =- sin 9 cos 9, 


A°i = 2 eA ^^ r h = - re ^\ ri 0 


= 厂?3 = 7 ， 7^3 = cot 0 ， 


厂 /o = ? r 33 = - rsin 2 9 e x . 


jy—X 


(100.3) 


r kl 的所有其余的分 M (除了那些只需交换指标 a : 和 / 就能从所写出的分 M 
得到者外）都为零. 

为了得到引力的方程，我们应当按照公式 （92.7) 计算张量的分發. 
简单的计算导出下面的 方程： 


^ T { = - e - 


l / 1 \ 1 

7 + 尹 J + p’ 


(100.4) 
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((95.6) 的其余分量恒等于零 ）• 利用（94.9)，能量动量张量可以由物质的能 
量密度它的压强 p , 和径向速度 I ；来表示. 

在真空中，即在产生场的质量以外，方程 （100.4) — (100.7) 对于中心对 
称场这一非常重要的情形是严格可积的.令能以动址张域等于零，我们得到 
下面的 方程： 



( 100 . 8 ) 








(100.9) 

( 100 . 10 ) 


(我们没有写第四个方程，即方程（100.5)，因为它可以从其余三个方程推 
出）. 

从 (100.10) 式直接看出， A 与时间无关.此处，将 （100.8) 和 （100.9) 相 
加，可得 + = 即 

A + 1/ = f ( t ), (100.11) 


式中，/⑴仅仅是时间的函数.但是当我们选择间隔 ds 2 为 (100.2) 的形式后, 
仍旧可以作一个形如 t = fit 1 ) 的任意的时间变换.这样的变换就等效于将一 
个任意的时间函数加到 p 上，并且借它的帮助，我们总可能使 （100.11) 式中 
的 / W 为零.因此，不失任何普遍性，我们可以认为 A + p = 0. 由此我们注意 
到，真空中的中心对称引力场自然而然是静态的. 

方程 （100.9) 是容易积分的，其结果是 




const 

r 


( 100 . 12 ) 


闵此，在无限远处 （r — oo ) , e~ A = e " = 1，这就是说，在与引力物体 
相距很远之处，度规就自然而然地变成了伽利略度规.上式中的常数容易 
用物体的质 M 来表示，只要要求在远距离处，场是弱的，牛顿定律应当成 
立换言之，我们应当有 go () = 1+2 P / C 2 , 此处的势 p 具有牛顿力学中的值 
(99.4) : ip =- km/r ( m 是产生场的物体的总质量）.从此显然可见 ，（100.12) 
式中的 const = - {2 km /^). 这个量具有长度的量纲，称为物体的引力半径 


7 . g : 


2 km 



(100.13) 


①对于中心对称分布的球形空腔内部的场，必有 const =0. W 为若不如此，度规在 r = 0 
处会有奇异性. W 此，这样的空腔内部的度规 A 然是伽利略度规，即空腔内部没有引力场（正如 
在牛顿理论中一样）. 
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因此，我们最后得到如下形式的时空 度规: 


d^ 2 = 



c 2 dt 2 — r 2 ( sin 2 0 d ( p 2 -f d ^ 2 ) 


dr 2 

1 - r g / r . 


(100.14) 


爱 W 斯坦方程的这个解是史瓦两得到的 （ K . Schwarzschild ， 1916). 它完全决 
定了任何中心对称分布的物质在真空中产生的引力场.我们着重指出，这个 
解不仅对于静止的物质有效，而且对于运动的物质也有效，只要求这个运动 
也有中心对称性（例如，中心对称的脉动）.我们注意到，度规 (100.14) 只依 
赖于引力物体的总质 fi ， 恰如牛顿理论中类似的问题. 

空间度规由空间距离元的表达式 

dl 2 = -- + r 2 ( sin 2 Od ^ p 2 + d ^ 2 ) (100.15) 

1 — rv / r 


所决定，坐标 r 的几何意义决定于如下事实，即在度规 （100.15) 中，其中心 
在场中心 的圆的 周长是 2 jir . 但同一半径上 n 和以两点之间的距离由以下积 
分给出 _ 


dr 


V 1 - r J 


> r 2 - ri 


此外，我们看到， goo 彡 1. 结合定义间有时的公式 （84.1) dr 
可以推断， 

dr ^ dt . 


(100.16) 


(100.17) 


只有在无穷远处，等号方能成立，在那里， （ 与间有时重合.因此，在与物质 
相距有限距离处的时间比在无穷远处的时间“走得慢些”. 

最后我们再介绍 ds 2 在距离坐标原点很远处的一个近 似式： 

ds 2 = dsf, — 2? m ( dr 2 + c 2 dt 2 ). (100.18) 

&r 

第二项是对伽利略度规 dsg 的一个小的修正.在与产生场的物质相距甚远处， 
每个场都是中心对称的.因此， （100.18) 式决定与任何物体体系相距甚远之处 
的度规. 

在讨论引力物质内部的中心对称引力场时，也可以作某些一般的考虑. 
从方程 (100.6), 我们看出，当 r — 0 时， A 至少要像 r * 2 —样快地趋近 于零; 
假如不是如此，那么方程右边当 r — 0时就应该变为无穷大了，就是说 ，邛 
在 r = 0 处应该有一个奇点，然而这在物理上是荒谬的.将 (100.6) 作形式积 
分，其边界条件是 A| r=o = 0, 我们得到 

a—K 1 -芸 r r ° vdr ). 


( 100 . 19 ) 
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因从 (94.10), 有 ： C = 6-700 彡0,由此可 见； ^0,即 


> 1- 


从 （100.4) 中逐项减去方程 （100.6), 我们 得到： 


( 100 . 20 ) 


1 一孑 


>0, 


即^ + V ^ 0. 但对于 r - oo (远离物质），度规变为伽利略度规，即 
0 ，A —0. 因此，从 iZ + Y ^ O 可以断定，在整个空间中都有 


+ A < 0. 


( 100 . 21 ) 


因为 A >0, 从而得到^ <0,即 


^ 1 . 


( 100 . 22 ) 


这些不等式表明，前面所讲的真空中中心对称场的空间度规的性质 
(100.16) 和 （100.17) 以及钟的快慢同样可以应用于引力物质内部的场. 

如果引力场是由一个“半径”为 a 的球体所产生，那么，当7^>^时，我 
们就有邛= 0.对于 r > a 的点，公式 （100.19) 给出 

A= - in ( i_ ^r^ r2dr ) - 

另一方面，在 这里我 们可以用适于真空的表达式（100.14)，按照此式， 


-+ 芸). 


使以上两式相等，我们得到公式 


m =等 f 7^ r 2 dr , 


(100.23) 


这个公式是用物体的能 tt 动 M 张 M 来表示物体的总质量. 

就特例而言，对于物体内物质的静态分布，我们有 TS = e , 因此有 


4 丌 


^Jo 


er 2 dr . 


(100.24) 


请注意，积分是对 4; ir 2 dr 进行的，而度规 (100.2) 的空间体积元是 

dV = 43 tr 2 e A / 餐 dr ， 


这里，按照 (100.20) t e A / 2 > l . 这个差表示了物体的引力质量 亏损. 
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1. 求史瓦西度规 （10 CU 4) 的曲率张量的不变量. 

解：用 (92.1) 式和来自 （100.3) 的/^ (或用§92习题2获得的公式）进 
行计算，得到曲率张量非零分量的下 列值： 


尺0101 


R 


1212 


P ， 

^1313 一 

sin 2 0 2 (r - r g ) 


^0202 = 
r g 


尺 0303 

sill 2 0 


^2323 


r g ( r - r g ) 
■■2^2~~ ， 

=— r g sin 2 0 


对于 （92.20) 的不变量 / i 和厶，我们 得到： 



h = 


2 r 3 / 


(包含对偶张量 Rrklm 的乘积恒等于 零）. 该曲率张量属于彼得罗夫分类的 
D 型（有实不变量 A ( 1》 = A ( 2 ) = - rj 2 r 3 ). 我们注意到，该曲率不变量仅在 
r = 0,而不是在 r = r g 有奇异性. 

2. 求这个度规的空间曲率. 

解：空间曲率张量 P q ^ 6 的分量可用张量 Pm (和张量 7 a ^) 的分量来 
表示.因此，只须计算就够了（参见§92习题 1) .利用来表示张量 
P a 0 ， 正如用 g 认来表示—样.用从 （100.15) 得到的值，经过计算后， 
我们 得到： 

当 a / 时，尸2 = 0.我们注意到 Pf ， >0, P ； <0,而 P 三/^ = 0. 

从§92习题1给出的公式，我们 得到： 


PrOrO = (Pr + ^)^160 = ~ P^lfrrlfOO, 

Pripr^fi ~ 一 ^ 9<^0ip ~ — 


于是推得（参见§92第四个脚注），对垂直于半径的“平面”，高斯曲率是 

K = Pe 一中 = - P ； > 0 

l9dl^>ip 


(这意味着，在该“平面”上与垂直于它的半径的交点的邻域内画一个小三 
角形，该三角形的三个角之和大于 JI ). 至于通过中心的“平面”，它们的高 
斯曲率/^<0，这意味着，这样一个“平面”内的小三角形的三个角之和小于 
71( 然而，这并不是指围绕中心的三角形，这样的三角形三个角之和大于 Jl ) - 
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3. 决定旋转曲面的形式，我们要求在这个旋转曲面上的几何同在真空中 
的中心对称引力场内经过原点的“平面”上的几何一样. 

解： 在旋转曲面 2 = z ( r ) 上的几何为（用柱体坐标）线元 

d / 2 = dr 2 + dz 2 + r 2 d ^ p 2 = dr 2 (l + z f2 ) + r 2 d ( f 2 


所决定.将此式与所考虑的场内的“平面”6> = ji /2 内的线元 （100.15) 


d / 2 = r 2 d ( f 2 + 


dr 2 

1 - rjr 


相比较，我们得到 

由此可得 _ 

z ~ 2^* g(r - r g ). 

对于 r = r g , 这个函数有一个奇异性 分支点.其解释是，空间度规 
(100.15) 与时空度规 (100.14) 不同，在 r == r g 确实有一个奇异性. 

上题提到的经过中心的“平面”上的一般几何性质，也可以通过考虑这 
里给出的直观模型中的曲率得到. 

4. 将间隔 （100.14) 变换到这样的坐标中，在其中的空间距离元具有共 
形欧几里得形式（即 d / 2 和它的欧氏表达式成比例）. 

解：令 

r = /, ( 1 + S)' 

从 （100.14) ,我们得到 


ds 2 = 



( dp 2 + p 2 d 0 2 + p 2 sin 2 Odtp 2 ). 


坐标 p , 仏称为各向同性球坐标.我们也可以引入各向同性笛卡儿坐标 x ， y、z 
来代替它们.特别是，在大距离处 （ p 》 r g ), 我们近似地有 


ds 2 = (1 — k ) c ^ dt 2 — (1 + 1) ( da : 2 - I - dy 2 4 - dz 2 ). 

5. 求在共动参考系中物质内部的中心对称引力场方程. 

解： 我们利用间隔元 (100.1) 内的坐标的两个可能的变换，使 得：第 
一，使 drdt 的系教 a ( r , t ) 为零； 第二，使物体的径向速度在所有的点为零（根 
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据中心对称性，速度的其余分量一般都为零）.在此以后，坐标 r 和 < 仍然可 
能经受一个形如 r = r ( r 7 ),^ = t ^) 的任意变换. 

将这样选择的径向坐标和时间记为 R 和 t , 分别用 - e A ，一 e'elAw 是 
H 和 T 的函数 ）来表示 h ， k ， l , 我们得到线元的表达式 如下： 

ds 2 = c 2 e u dr 2 — e x dR 2 — e ^( d 0 2 + sin 2 0 d ( p 2 ). (1) 


在共动参考系中物质的能量动量张量的分 量是： 

h T 卜 T 卜 T 卜 -p. 

计算给出下面的场方 程⑦： 

Snk^ _ 8nk _ 1 一 a /V 2 , , — (•• 1 … . 3 . 2 、 一 /0 、 

- - ^r T i = ~^ p= 2 e J~ e 0 - 2 ^ U + 4^ ) ~ e ，⑵ 


Snk 

c 4 


Tl 


8 nk 


tS 


Snk 

c 4 


^ p = \^ x (2 u n + + 2// ; + / 2 - /V - + " V )+ 

c 4 4 

+ — e _ + \w — '\[i — 2 A — A ] — 2 /i — / i ^), 

e = -e- + 3 r - - ^.) + ie- (^ + f) + e- 


(3) 

⑷ 


Jj} = 0 = -e~ x (2fi r + /i/i ; — A/x 7 — i/ 1 ft) (5) 

(式中撇号表示对丑微分，点表示对 cr 微分）. 

从包含在引力场方程之内的方程1；^ =0出发，不难得到 A ,/ x , 1/各量间 
的一些普遍关系.用公式 （86.11), 我们得到下面两个 方程： 


A + 2 /V =— 


2 i 

p + f 


2 〆 

p + e 


⑹ 


如果 P 是能量 e 的已知函教，那么，方程 （6) 可以直接积 分如： 

入❿ =- 2 J 先 + 肌 一 _ 2 / 表 + /☆)， （7) 


鉴于上面所说的可以作形如 R = RiR^.r = r ( r f ) 的任意变换，上式中的函数 
/ l ( 丑）和 /2( T ) 可以任意选择. 

6. 求决定静止轴对称物体周围真空中的静态引力场的方程 （ H . Weyl , 
1917). 

①分棱可以按正文中做过的耶样直接计钎,或齐用§92习题2得到的公式计算. 


§100 中心对称的引力场 


• 341 • 


解： 假设空间柱坐标:^=(^：1： 2 =仏：1： 3 = 2 中的静态线元具有形式 

ds 2 = e u c ^ dt 2 — e w d <^ 2 — e M ( dp 2 + dz 2 ), 

式中 l /， UJ ， fl 是 p 和 Z 的函数；这样的表示把坐标的选择确定到形如 p = 
p ( p \ z , ) y 2 = z ( p \ z f ) 的变换之内，它仅给二次型 dp 2 + dz 2 乘上一个共同的 
因子. 

从方程 

^0 = + + ^, p ) + 2 i ^, r,z + + W ， z )] = 0， 

= je _#i [2a;,p,p + uj >p (u p + UJ, P ) + 2a;# + u, z {u 2 + w,*)] = 0 

(式中下标， P 和， 2 表示对/9和 2 微分），取其和，我们得到： 


P 、 P、P + PyZ>Z 



式中 


p(p,z) = e {l/ ^ )/2 . 


因此 p f ( p , z ) 是变量 p 和 2 的调和函数.按照这种函数的熟知性质，这意味 
着存在一个共板调和函数 z \ p , z ) ,使得 p ' + i〆 = f(p + iz ) , 式中 / 是复变量 
p + iz 的解析 函数. 如果我们现在选择 〆 , 〆 为新坐标，由于变换 p , 2 — p \ z f 
的共形性，我们将有 


e"(dp 2 + dz 2 ) = (dp ,2 + d〆 2 )， 

式中 〆 ( 〆 , 2') 是某个新函数.同时= p a eT v ;记 a ; + p = 7 ，去掉撇号，我们 
将 ds 2 写为如下 形式： 

ds 2 = e^^dt 2 — p 2 e~ l/ dip 2 — e y ~ u (dp 2 4- dz 2 ). ⑴ 

对这个度规构建方程/^ = 0,^-/?| = 0,^ = 0,我们 得到： 





d 2 u 
+ a ? 



d ， dv dv d^i p (f dv ' 2 

Tz = WTz 、 m {YpJ - \ Yz ) 


( 2 ) 

⑶ 


我们注意到 ，（2) 具有柱坐标中拉普拉斯方程的形式（对于不依赖于 p 的函 
数）.如果解出这个方程，那么函数 7( P ，2) 就完全由方程 （ 2),(3) 决定了.在 
离产生场的物体很远处，函数 P 和7应当趋于零. 
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§101中心对称引力场中的运动 


我们现在来研究粒子在中心对称引力场中的 运动. 正如在每一个中心对 
称场内一样，运动发生在经过原点的一个“平面 ”上； 我们选择这个平面为 
平面沒= ji /2. 

为了决定粒子的轨道，我们用哈密顿-雅可比 方程： 


㊇ 义 

dx { dx k 


- m 2 c 2 


= 0 




式中 m 为粒子的质量（中心物体的质最 id 为 m '). 利用表达式 (100.14) 给出 
的 g iA : , 我们求出下面的 方程： 


G ( 黑 ) 2 - d ) ⑵ 2 - ▲ ⑵ 2 - 心 2 =。，（咧 

其中， r g =2 ml / c 2 是中心物体的引力半径. 

用解哈密顿-雅可比方程的一般法则，我们来寻求下而形式的5: 


S — — f + A/p + S r {v ) 


( 101 . 2 ) 


式中，怂是常能 A / 是角动 M . 将 (101.2) 代入 （101.1), 我们便求得导数 
d 5 r / dr , 因此： 



(101.3) 


依赖关系 r = r ⑴由方程 dS/dSo = const 给出（参见本教程第一卷§47 ), 由 
此得到 


ct = 





(101.4) 


轨道为方程 = const 所决定，由此可得 



(101.5) 


这个积分可以化为椭圆积分. 

对于行星在太阳引力场内的运动，因为行星的速度比光速小很多，所以 
引力的相对论理论同牛顿理论相比，只能导出一个并不显著的修正.在轨道 
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方程 （101.5) 内的被积式中，这相应于比值 r g / r 很小，这里 r g 是太阳的引力 
半径①. 

为了计算轨道的相对论修正，比较便利的是从作用量径向部分的表达式 
(101.3) 出发，然后再对 M 微分.变换积分变 M ， 记 


r(r — r g ) = r ’ 2 即 


其结果是平方根号内带 M 2 的项取 A / 2 / 〆 2 的形式.在其他的项中按 r s / 〆 的 
幂级数展开，在要求的精度内 得到： 


S r = J (2^m + ^ 


+ -(2 m 2 m ’ A : + 4(^’ mr K ) - - 


3 m 2 c 2 rg 
2~ 


1/2 


clr , (101.6) 


这里为简便起见，我们略去了 〆 上的撇号，并引入了非相对论能 M : # (没 
有静能）. 

根号下前两项的系数的修正项只有不是特别有趣的效应，即改变粒子能 
量和 动堡之 间的关系及改变其牛顿轨道（椭圆）的参数.但 l / r 2 项的系数中 
的改变却导致更根本的效应，即轨道近日点的系统（长期）移动. 

如止从、必 a 丄士扣 . dS r 1 t 白士廿糾必邮匕 


因为轨道是由方程 


角 的改变是 


0M 




const 决定的，行星在其轨道上转一_后 


DM 


AS r 


式中△叉是&的相应改变.将&展开为 l / r 2 的系数的微小修正 的梯级 数， 
我们 得到： 

A5 ^ AS ⑼ 3 爪 2 士〗 aA5 - 0) 

Hb r 4A/ dM 1 

式中△省 W 相应于在不移动的封闭椭圆中的运动.将这个关系对 M 进行微 
分，并考虑到 


dM 


△ 於 0 ) = △p( 0 ) = 2 丌， 


我们 得到： 


3 nm 2 c 2 rl 6 nk 2 m 2 m ,2 

= 2 ji + ― = 2 ji + ―— 


， 一， 2 M 2 c 2 A / 2 

第二项是要求的转一圈后牛顿椭圆的角位移( V ，即轨道近日点的移动.借助 
公式 

工 = ")， 


①对亍太阳， 


3 km ; 对于地球. 


0.9 cm. 
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可以将该移动用轨道半长轴的长度 a 和偏心率 e 来表示.我们得 到①： 




6 jikm r 
c 2 a(l — e 2 ) 


(101.7) 


下面我们来考虑光线在中心对称引力场内的路径.这个路径为程函方程 
(87.9) 

dx l dx k 

所决定，这个方程就是 m = 0 的哈密顿-雅可比方程.闵此可以通过在 （101.5) 
中令 m = 0 立即求得光线的 轨道； 同时，必须用光的频率汾来代 
替粒子的能量怂= - OS / dt . 再引人由 p = cM / u 0 定义的常 M p 来代替 M , 
我们 得到： 

<f= [ - 1 1 ? -- ，—— ( 101 . 8 ) 

如果忽略相对论修正 （ r g —0), 这个方程给出 r = p / cosv ? ,即离原点距 
离为 p 的直线.为了研究相对论修正，我们以前例同样的方式进行. 

对于程函的径向部分，我们有（参见 (101.3))： 


A ( r ) 


u；o 


( r - r g ) 2 r(r - r g ) 


dr . 


和先前从 （101.3) 到 （101.6) 所用的变换相同，此处作同样的变换，我们 
得到： 


^r(r) 




1 + 

r r z 


将被积函数按 rjr 的幂展开，我 们有： 






式中相应于经典直线. 

从某个非常大的距离只到最接近中心的点 r = p 再回到距离 fi ， 光线传 
播过程中 W 的总改变等于 

= Arpl °^ + 2 ■ arch —. 

c p 

通过对 M = fxj 0 /c 微分得到极角 p 沿光线相应的 改变： 


. dAip r dAipt 0 ) 2 r g i ? 

^ dM DM Py /R2 - p 2 

①从 （101.7) 式求得的近 H 点移动 数值. 对于水星和地球分别等于每世:纪 43.0〃 和 3.8". 
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最后，过渡到极限 — 00,并注意到直线对应于 △# = 71，我们 得到： 

a 2 r g 

= jc + — 

P 

这意味着光线在引力场的影响下疗曲 r : 它的轨道是一条凹向中心的曲 
线（光线被“吸”向中心），其两条渐进线之间的夹角与 JT 相差 

e 2 r c 4 fcm , 

tap = = —^—； (101.9) 

p c z p 

换言之，在离场中心距离 p 处经过的光线偏折了一个角度 

§102球形物体的引力坍缩 


在史瓦西度规 （101.4) 中，在 r = r g 处（史瓦西球上） g 0 o 变为 0， g n 变 
为无穷大.据此似可得出结论，那里必定是时空度规的奇点， W 而（对给定的 
质量而言）不可能存在“半径”小于引力半径的物体.然而，这一结论实际上 
可能是不对的.从如下事实就能看出 这点： 行列式 g =- r 4 S i n 2 0 在 r = r g 没 
有任何奇异性，因而条件 g < 0(82.3) 并未受到破坏.下面将看到，我们正在 
讨论的实际上只是对于 r < r g 建立刚性参考系的不可能性. 

为了搞清时空度规在这个区域的特性，我们作如下形式的坐标变换 ® : 


土 d 土 


/( r)dr 


ct + 




( 102 . 1 ) 


于是 



d.s 2 = - ^(c 2 dr 2 - / 2 d7? 2 ) - r 2 {d0 2 + sin 2 Odifi 2 ). 

1 - r 


我们通过选择 /( r ) 使 /( r g ) = 1来消去 r = r R 处的奇点.如果令 f ( r )= 

则新坐标系也是同步的 (grr = 1). 首先选杼 （102.1) 中的正号，我 们有： 



或 



( 102 . 2 ) 


① 一条掠过太阳边缘的光线的偏折为 iv = 1.75". 

② 史瓦西奇点的物理意义是由 D . Finkdstein (1958) 用不同的变换旨先解择的.度规 （102.3) 
由 O.Lemaitre (1938) 首先得到. 
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(积分常数依赖于时间原点，我们令它等于零）.间隔 元是： 

a/? 2 i 4 /3 

ds 2 = c 2 dr 2 - - — -(/? — cr ) r ^ 3 ( d ^ 2 + sin 2 Odip 2 ). (102.3) 

知 H 

在这些坐标中，史瓦西球（相应于等式 ^(/?- cr ) = r g ) 上的奇异性就不 

存在了.坐标开处处类空，而 t 处处类时.度规 （102.3) 是非静态的.像在每 
个同步参考系中一样，时间线是测地线.换言之，相对于该参考系静止的“检 
验”粒子是在给定场中自由运动的粒子. 

对于给定的 r 值，相应的世界线是 R ~ ct = const (阁20中的倾斜直 
线）.相对于参考系静止的粒子的世界线在 阁上显 示为垂 直线； 粒子沿着这 
些线运动，在有限的间有时间隔后“落入”场中心 （ r =0), 这就是度规奇点的 
位置. 



我们来考虑径向光信号的传播.方程 ds 2 = 0 (对于 (9 ,p = const ) 沿光线 
给出导数 dT/dfi: 


c 


dr 

dR 


士 


3 


2 r , 


(R — ct) 


一 1/3 


土 




(102.4) 


正负号相应于其顶点在给定世界点的光“锥”的两个边界.当 r > r g 时（图 
20中的点 a ) 这些边界的斜率满足 | cdr / d /?| < 1,所以直线 r = const (沿着 
它 cdr/dR = 1 ) 落入锥内.但在 r < r g 的区域（点 Y ) 我们有 \ cdr / dR \ > 1, 
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所以线 r = const ， 即相对于场中心静止粒子的世界线，处于锥外.锥的两个 
边界与线 r = 0 相交于有限距离处，沿着垂直线趋近于它.因为因果联系的事 
件不能够处于光锥以外的世界线上，所以在 r < r g 的区域，没有粒子可以处 
于静止.这里所有相互作用和信号都朝着指向中心的方向传播，在有限的间 
有时间隔 t 后到达那里. 

类似地，在 (102.1) 中选择负号，我们会得到一个“膨胀”的参考系，其 
中度规与 （102.3) 的差别在丁 • r 变号.它所相应的时空，在其中 （ r < r g 的区 
域内）静止也是不可能的，但所有的信号从中心向外传播. 

这里描述的结果可以应用于广义相对论中大质最物体的行为问题. 


相对论性球体平衡条件的研究显示，对丁•一个质鼠足够大的物体，不能 
存在静平衡态（参见本教程第五卷 §109). 显然，这样的物体必定会无限收缩 
(称 为引力坍缩 . 

在与物体没有联系、无穷远处为伽利略的参考系中（度规 （100.14) )，中 
心物体的半径不能小于 r g . 这意味着按照遥远观察#的钟，收缩物体的半径 
只是在 t — oo 时渐近地趋于引力半径.容易找到这种依赖关系的极限形式. 

收缩物体表面上的粒子在所有时间内都处于恒定质量 m (物体的总质 
量）的引力场中.当 r — r g 时引力变得非 常大； 但物体的密度（随之压强）仍 
然是有限的，闵此我们可以忽略压力，而把确定物体半径同时间的依赖关系 
r = r { t ) 1 化为考虑质设 m 的场中检验粒子的自由下落. 

对于史瓦西场中的下落而言，函数 r ( t ) 由积分 （101.4) 给出，由于运动 
是纯径向的，那 M 的角动量 M = 0. 因此，若下落在某个时刻以零速度在 
离中心的“距离” ro 处开始，粒子的能 量是為 = me 2 yj 1 — r g / r 0 , 而在时刻 f 
达到“距离” r ， 我 们有： 



(102.5) 


这个积分在 r r g 时像 - rglnfr - r g ) 一样发散.因此我们得到 r 趋于 r g 的 

渐进 公式： 

r — r g = const • e _c " rK . (102.6) 


因此，物体在趋向引力半径的最后阶段按照指数律坍缩，其特征时间非常小 
(〜 r g / c ). 

尽管从外面观察收缩速率渐进地趋向于零，但粒子以其固有时测量的下 

①这 •现 象的基本性质是由 J . R . Oppenheimcr 和 H . Snyder 首先阐明的 (1939) • 


• 348 - 


第十二章引力物体的场 


落速度1；会增加并趋于光速.实际上，按照定义 (88.10)： 



从 （100.14) 取来 g u 和伽），从 （102.5) 取来 dr / d <, 我们 得到: 



(102.7) 


按照外面观察者的钟，趋向引力半径要花无限长的时间，但它却只占用有限 
的间有时（即随物体一起运动的参考系中的时间）间隔.这一点从上面所作的 
一般分析中已经很清楚了，但我们也可以通过计算作为不变积分 



的固有时 r 来直接予以验证.从 （102.5) 取下落粒子的 dr / dL 我们得到从 
下落到 r 的固 有时： 




㈣ 一 〜 


( 102 . 8 ) 


这个积分在 r — r g 时收敛. 

(按固有时测量）达到引力半径后，物体将继续收缩，带着它所有的 
粒子在有限时间内抵达 中心； 每部分物质坍缩进中心的时刻是时空度规的 
真正奇点.不过，我们根本观察不到史瓦西球内部物体坍缩的这一过程. 
物体穿越该球表面的时间相应于 i = oo ; 我们可以说，对于遥远的观察 
奔，坍缩进史瓦西球的整个过程发生在“无限长的时间以后”——这是时 
间相对性的一个极端例子.这幅图像中当然没有任何逻辑矛盾.与此完全 
相应的是上面关于收缩坐标系性质的 论断： 在该系中没有信号从史瓦西球 
内出来.粒子或光线只能沿着一个方向 向内一同这个球相交（在共 

动参考系中）， 一 旦穿过那里，就不能再出来了.这个“单向阀”称为事件 
视界. 

对于外面的观察者来说，收缩到引力半径是通过物体的 “ ft 关闭”实现 
的.从物体送出信号的传播时间趋于无 穷大： 对于光信号 cdi = drV ( l _ r g / r )， 
从 r 传到某个 r 0 > r 的时间由如下积分 给出： 



= tq — r + r g In 


r Q ~^g 
r - r g 


(102.9) 
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它像积分 （102.5) —样当 r — 时发散.同无限远观察#的时间 f 的间隔相 
比，物体表面固有时的间隔按如下比例缩 短了： 



因而当 r — 化时，物体上所有的过程对于外面的观察者显得被“冻结”.由 
物体发出而被遥远观察者收到的谱线的频率减小，但这不仅是引力红移的效 
应，而且也是由于源运动的多普勒频移效应，这个源正同球面一起落向中心. 
当球的半径已接近 r g (因此 r 落速度已接近光速）时，这个效应将频率减小 
如下因子 



在这两个效应的影响下，观测频率随 r — r K 按如下规律趋 于零： 

lj — const (1 - — ^ . (102.10) 

因此，从遥远观察者看来，引力坍缩导致“被冻结”物体的外貌，它不 
向周围空间发出任何信号，而只通过其静态引力场同外部世界作用.这样的 
结构称为黑洞或坍缩星. 

最后我们再作一个方法论性质的评论.我们已经看到，对于真空中的中 
心场，“外部观察者的参考系”（它在无穷远处是惯性系）并不 完备： 其中没 
有在史瓦西球内运动粒子的世界线的容身之处.度规 （102.3) 在史瓦西球内 
仍然适用，但这个参考系在某种意义上也不完备.在这个系统中，考虑一个 
粒子从中心向外作径向运动.当 r — oo 时，它的世界线向外走到无穷远，而 
在 r — - oo 时，必须渐近地趋于 r = r g , 因为在这个度规中，在史瓦西球内 
部，运动只能沿朝着中心的方向进行.另一方面，粒子从 r = r g 出射到任何 
r > r g 的给定点发生在有限的固有时间隔内.因而按固有时，粒子必须先在 
内部趋向史瓦西球，然后才能幵始在其外部 运动； 但粒子历史的这一部分并 
没有被这个特别的参考系包含 

我们强调指出，这种不完备性只是产生于对场的度规的形式处理，那里 
的场被看做是由质点产生的.在实际物理问题中，例如有广延物体的坍缩，这 
种不完备性并不 存在： 将度规 （102.3) 同物质内部的解吻合而得到的解当然 
会是完备的，它将描述粒子所有可能运动的整个历史（在 r *> r g 区域朝向中 
心运动粒子的世界线必须从球面开始，甚至在它收缩到史瓦西球内之前）. 

①构造没有这种不完备性的参考系将在下节末考虑. 
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习 题 

1. 对于黑洞的场中的粒子，求其圆轨道的半径 （ S . A . Kaplan , 1949). 
解： 对于在史瓦西场中运动的粒子，依赖关系 r = r •⑴由 (101.4) 给出， 
或者以微分 形式： 

令。 2 -吟)】 1/2 ， ⑴ 

式中 

( m 是粒子的质量， r g = 2 km , / c 是质量为 W 的中心天体的引力半径）. U ( r ) 
在下述意义上起着“有效势能”的作用，条件怂彡 U ( r ) 决定运动的容许范围 
(类似于非相对性理论）.图21显示了 U ( r ) 对于粒子角动量 M 的各种值的 
曲线. 



阁21 


轨道的曲率半径及為和 M 的相应值由函数 U ( r ) 的极值决定，极小值 
相应于稳定轨道，极大值相应于不稳定轨道.同时解方程 C /( r ) =冼= 0 
给出： 
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式中根号前的正号指稳定轨道，负号指不稳定轨道.最靠近中心的稳定轨道 
具有参數 

r = 3 r g ， M = y /3 mcr g1 So = \/8/9 me 2 . 

不稳定轨道的最小半径是 3 r g /2, 在极限 M — oo , 负 — oo 下达到.图 22 描绘 
了 r / r g 对于 M /( mcr g ) 的依赖关系；上半支给出稳定轨道的半径，下半支给 
出不稳定轨道的半径 



2 . 对于同一场中的运动，求来自无穷远的 a ) 非相对论的， b ) 极端相对 
论的，粒子引力俘获的截面 （ Ya . B . Zel ’ dovich 和 L D . Novikov ，1964). 

解 ：（ a ) 对于非相对论速度 Voo (无穷远处），粒子的能量是岛 smc 2 . 从 
图21可见，直线我 ) = me 2 处于角动量 M < 2 mcr g ， 即 碰撞参量/? < 2 cr g / v 00 
的所有势能曲线的上方.具有这样 p 值的所有粒子将遭到引力 俘获： 它们（当 
t ^ oo 时渐近地）达到史瓦西球，而不再出射到无穷远.俘获截面是 

一 r K£)' 

( b ) 通过代换 m — 0,将习题1的方程 （1) 过渡到极端相对论粒子（或 
光线） 情形. 再引入碰撞参量 /9 = cMAT 0 , 我们 得到： 


1 dr 
1 — r g /r cdt 


o 9 

^ , P r s 

r 2 卞 r 3 • 


径向运动的边界（转折点）由根号内表达式的根决定.图23绘出了它们作为 
p 的 函数； 可能的运动范围相应于平面上没有阴影的部分.该曲线的极小值 
在点 

3\/3 3 


①力 r 比较我 们凹想 起.在牛顿场中圆轨道在离中心任何距离处都是可能 （ ma 稳定） 的, 
1 M 令与角动 M 由公式 r = 联系起来. 
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对于较小的碰撞参量值，粒子到不了转折点，即它将朝史瓦西球运动.于是我 


们得到俘获截面 





图23 


§103类尘埃球的坍缩 


要讨论坍缩物体内部状态改变的过程（包括处理它在史瓦西球内压缩过 
程），需要求解物质介质内部引力场的爱 W 斯坦方程.在中心对称情形下，如 
果我们忽略物质的 压强 ： p = 0( R . Tolman , 1934)，可以求得场方程一般形式 
的解.尽管在真实情况下作近似常常是容许的，但这个问题的通解还是有相 
当大的方法论意义. 

正如§97中所示，对于类尘埃介质，我们可以选择既是同步也是共动的 
参考系用 t 和尺表示这样选择的时间和径向坐标，我们写出如下形式的 
球对称线 元：② 

ds 2 = dr 2 - e ^ r ' R ) dR 2 - r 2 ( r , R )( d 9 2 + sin 2 edif 2 ). (103.1) 

函数 r ( T ,7?) 是如此定义的“半径”，使 2 jir 是圆 （中心在原点）的周长.形式 
(103.1) 唯一地 确定了 r 的选择，但仍然容许形如/?= 尺(/0 的任意径向坐标 
变换. 

① 物质必须“无旋转”地运动（参见§97第三个脚注）.在本例中，这一条件一定满足，因 

为球对称意味着物质的纯径向运动. 

② 在本节中，令 C = l . 



§103 类尘埃球的坍缩 


• 353 • 


这个度规的里奇张量分量的计算导致如下爱因斯坦方程组® : 


— e ~ A r ，2 + 2 rr + r 2 + 1 = 0, (103.2) 

e 一入 r \ v A 2 2 r 八 

- (2 r " - r f y ) + — + A + —+ — =0, (103.3) 

r r 2 r 

(27 T " + r /2 — rr ' X ') - f - -^-(rrA 4- r 2 + 1) = 8 jiA : s , (103.4) 

2 f f - \ r f = 0, (103.5) 


这里撇表示对微分，点表示对 t 微分. 

方程 （103.5) 直接对时间积分，得出 

a # 

e ~^TWy 


(103.6) 


式中 f ( R ) 是任意函数，只遵从条件 1 + />( K 将这个表达式代入（103.2)，我 
们得到 

2 rr + r 2 - / = 0 

(代人 （103.3) 得不到任何新结果）.这个方程的初积分是 


r 2 = f(R) + 2^， (103.7) 

r 

式中 F ( R ) 是另一个任意函数.因此 

dr 

F?' 

从该积分得到的函数 rhi ?) 可以写成参数 形式： 

r = ^( coshr /- 1), r 0 (/?) — t = ^^( sinhr / — r /)， 当 / > 0， （103.8) 

r = 3^:(1 - cos 77 ), t q ( R ) -t= 2 (:;)诉 (” - sin ?/), 当 / < 0， (103.9) 
式中 t 0 ( R ) 还是一个任意函数.如果/ = 0,则 



[ To (/?) - rj 2 /3 ，当 / = 0. (103-10) 

①比较§ 100习题 5. 如果令 1 / = 0. e |A = r 2 , ;> = 0 ， 从 i 灰题的//程 （ 2 > — ( 5 ) 可分別得到 
方程 (103.2)-(103.5). 我们注怠到，^ p = 0 同题方程（6> 的第二个方程给出 i / = ( K 即 
i / = i /( r ); W 而在选择 r 时，度规（1>中扨下的任意性容许我们令1^ = 0,这就冉次证明丫引人 
同步共动参考系的可能性. 
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在所有情形下，将 (103.6) 代人 (103.4) 并用 (103.7) 消去/，我们得到物质 
密度的如下表达式 


8nk£ = 


F ， 

rV 2 


(103-11) 


公式 （103.6) — （103.11) 确定了要求的通解我们发现，它只依赖于两个“物 
理上不同”的任意 函数： 尽管其中出现了三个函数/，厂7* 0 ,坐标/?还可经受 
任意变换/? = 这个数字正好对 应于： 物质最一般的中心对称分布由两 

个函数（物质的密度分布和径向速度）给出，而中心对称的自由引力场并不 


存在. 


因为参考系随物质运动，每个物质粒子对应于确定的 值； 对于这个 
值，阐数 r ( r , R) 决定了给定粒子的运动规律，而导数 f 是其径向速度.这里 
得到的解的重要性质是，在从0 到某个 / lo 的区间上给定出现于解中的任意 
函数，就完全决定了这个半径的球的 行为； 它并不依赖于在 Ho 时如何 
给定这些函数.我们可以自动获得对于任何有限球内部问题的解.球的总质 
量，按（100.23)，由如下积分 给定： 


rr(r,Ro) rRo 

77 i = 4 ji / er 2 dr = 4 ji er 2 r f dR. 


代入 (103.11) 并注意到 F (0) = 0( 当丑= 0,必有 r = 0)， 我们得到 


2 k 


5 


r g = F(/?o) 


(103.12) 


( r g 是球的引力半 径）. 

对于 F = const /0, 我们从 （103.11) 得 e = 0, 所以这个解适用于真空， 
即它描述质点的场（位于中心，度规的奇点）.所以，令 F = r g ，/= 0 , To = /?， 
我们得到度规 (102.3) ®. 

公式 （103.8) — （103.10) 描述了球的收缩和膨胀（依赖于参 M /7 的取值范 
围）； 对于场方程来说，两者都是同样容许的.不稳定的大质量物体行为的重 
要问题对应于收缩 引力坍缩.解 （103.8) (103.10) 描绘 r 这样的图景, 

当 t 增加到趋于 t„ 时发生收缩.时刻 r = r 0 (R) 对应于到达具有给定径向坐 
标只的物质的中心（在那里我们必须有^ >0). 

© 闲数 F ， f， To 只满足假设 e\r W e 的 lF . 性条件.加上上面给出的条件1 + / > 0,推得 

/ >0. 我们也假设广 >0 ，〆 >0;这就排 除了导 致物质在其径向运动中穿过球层的悄况 . 

②然而这并不包括如 F 特例，即 r = r ( r ), 不依赖 T /?,故 (103.5) 化为付 等式； 参见 V . A . 

Ruban . JETP , 56, 1914 (1969) ; Soviet Phys . JETP , 29, 1027 (1969). 不过,这种情况汴不对应 

有限物体坍缩问题的条件. 

® F = 0 的情况(那里 (103.7) 给出 r = v 7( r - rd )) 对应于场不存在;通过简单的变 M 代 
换，该度规可以化为伽利略形式. 
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当 t — r 0 (/?) 时球内度规的极限特征对所有三种情形 （103.8) — （103.10) 
都相同： 


r » 



e 入广 2 « 



丁(、 


v / TT ? 


(T 0 — T) l/3 . 


(103.13) 


这意味着，所有径向距离（在这里所用的共动参考系内）趋向无穷大， m 刀 
向距离则趋于零（像 T - Tb 那样）物质密度相应地无限增 加®: 


8jike ^ 


2F f 

3Fr^(r 0 -r) 


(103.14) 


W 此，与我们在 §102 中的评论一致，整个物质分布都坍缩到中心 

在函数构 = const (即所有粒子同时到达 中心） 的特殊情形下，收缩 
球内部的度规具有不同的特征.在这种情形下， 


r ~ 


( 


9F\ 

了) 


1/3 


(To — r ) 2 / 3 , e 入广 2 « 




1/3 


F ， 


2F 2 / 3 vTT7 


(t 0 -t) 2 / 3 , 


Snke « 


4 

3( r 0 - r ) 2 ' 


(103.15) 


即，随着 t — r 0 , 所有距离（无论径向和切向）都按同样规律〜 （ r 0 - r ) 2 / 3 趋 
于零； 物质密度像 ( r 0 - r )- 2 那样趋于无穷大，而且在这个极限，物质的分布 
变得均匀. 

我们注意到，在所有情形，坍缩球表面穿过史瓦西球= ~)的 
时刻，对于其内部的动力学（由共动参考系的度规描述）并不 1 要.然而，在 
每一时刻，该球的一定部分已经在&己的“事件视界”以内.正如 F (/? o )， 通 
过（103.12)，决定了整个球的引力半径一样，对于任何给定的值，是 
该球在 R = const 的球面内那一部分的引力 半径； 闵此，球的这一部分在每 
一时刻 t 由条件 r ( r , 丑 K F ( R ) 决定. 

最后，我们来说明如何能够用这些公式求解§ 102 末提出的 问题： 为质点 
的场构造最完备的参考系 ®. 

① 经过中心的“平面”上的几何是.可能存在一个旋转锥面.随时间沿其付线伸长，同时沿 
其所有的岡周收缩. 

② 在这个解中任何质域的球都发生引力坍缩足忽略压强的 A 然结果. M 然，^ e - oo . 
从物现观点肴，假设物质类尘埃是绝+容许的.我们应1川极端相对论的物态方程 P = e /3 .然 
而，看起来极限报缩规律的一般特征在很大程度上与物态方程无关，参见 E . M . Lifshitz 和 I . M . 
Khalatnikov , JETP 39 f 149, 1960; Soviet Phys . JETP % 12, 108, 1961. 

③ ro = con 说的 情况，包含了一个特例，即完全均匀球的坍缩，参见习题. 

® 这样的参考系疔先是克矜斯_尔 （ M . Kruskal , 1960) 川其他变 M 找到的（参见/ 5 /^. Rev . 

119, 1743, 1960). 这里给出的解的形式出 A I . D . Novikov , 1963,用的是同步参考系. 
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第十二章引力物体的场 


为了实现这一目的，必须从能够包含收缩和膨胀两个时空区域的真空度 
规出发.方程 (103.8) 就是这样的解，其中我们必须令 F = const = 7 V 再选择 


我们 得到: 


f =- 


(i?/r g )2 + 1 ’ 


r o = (- /)- 3/2 , 




一 COS 7 ；)， 



r 8 



\ 3/2 

+ 1 ) (ji — r ; + sinr /); 


(103.16) 


式中参量 r ; 取值从 0 到 2 jc , 时间 r (对于给定的 /?) 单调减小，而 r 从零增 
加，经过一个极大值，然后再降到零. 

在图 24 中，曲线和 A!C'B' 相应于点 r = 0 (参数值7/ = 2 ji 和 
7/ = 0) . 曲线 /lOW 和 BOB' 相应于史瓦西球 r = 和 A!OB' 之间的 

时空区域只可能有从中心向外的运动，而和之间是只发生向中心 
运动的区域， 



相对于这个参考系静止的粒子的世界线是垂线 （/?= const ) •它从 r = 

0 (点 a ) 出发，在点6 同史瓦西球相交，在时刻 T = 0达到其最远距离 
R 2 


■ 




r g 


( 


r l 


，此后粒子开始向史瓦两球下落，在点 C 穿过它，再次达 


到 r = 0 ( 点 d ) 的时间是 


r g 






3/2 
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这个参考系是完 备的： 在场中运动的任何粒子的世界线的两端要么在真 
奇点 r = 0, 要么在无穷远.不完备的度规 (102.3) 只覆盖到右边（或 
BOB' 左边）的区域，而“膨胀”参考系覆盖到 BOB ， 右边（或 AOA ' 左边） 
的区域.有度规 （100.14) 的史瓦西参考系只覆盖到 BOA' 右边（或40疗左 
边） 的区域. 


习 



求类尘埃均匀球（其物质幵始时处于静止）引力坍缩问题的内部解. 

解：令 

To = const , / = — sin 2 R , F = 2 ao sin 3 /?， 

我们得到 

r = aosin/?(l — cos 7/), r — ro = ao ( r ] — sin tj ) (1) 

(径向坐标 i ? 是无量纲的，取值从 0 到 2 ji ) ，则密度是 

6 

8jiA ：£ = -j- - — r (2) 

Gq(1 — COST/) 5 

对于给定的 t , 它与无关，所以球是均匀的.由 （1) 我们把带 r 的度规 
(103.1) 表为形式 


ds 2 = dr 2 — a 2 ( r )[ dR 2 + sin 2 R ( d 0 2 + sin 2 6 d ^ p 2 )], 

a = ao(l — cos 7/). 


(3) 


我们注意到，它与完全充满均匀类尘埃物质的宇宙的度规，即弗里德曼解一 

致 （§112) -这是一个完全自然的结果，因为从均匀分布物质中切割出来 

的球具有中心对称性①. 

对于选定的常数 a 0 , r 0 , 解 （1) 满足开始提出的条件.为方便起见，对参 
量作改变 [TJ — 71 — 7]) ， 我们将解写为形式 


卜 T ^^( 1 + cosr? )， r 

2 sin ilq 


n) 


2 sin Ro 


(7/ + sin //)， 


⑷ 


这里 （按照 （103.12) ) 球的引力半径是 r g = r 0 sin 2 i ? o . 在初始时刻 (r = 0, r ; = 
0 ) 物质是静止的（^ = 0)，而 2 jiro = 2 iir (0, /? o ) 是球的初始 周长. 该物质掛缩 
入中心的时刻是 t = Jiro/(2sin Ro). 

遥远观察者参考系（史瓦西系）中的时间《和球上的固有时7■的关系由 
如下方程表示 

cIt ^ — ( ^ — — ^ 


(1 - 》) d , 


dr 2 


-r g /r’ 


①度规 （3) 相应于常正•空 间. 以类似的 方式. 矜令/ = sinh 2 F = 2 ao Sinh 3 /? . 我们 
得到相应于常负曲率空间的解 (§113). 
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第十二章引力物体的场 


式中 r 指相应于球表面的值 r(r，/?«). 由该式的积分得到《作为同一参量 7 /的 
函数的如下表 达式： 


cot Ro + tan — 「1 

ln cot^ ： tani +COt 7 ? °rW^ 


(r] -f sin ?;) 


⑻ 


(这里时刻纟 =0 相应于 t = 0). 球的表面穿过史瓦西球 (r(r,i?^) = r g ) 对应 
参量 r ? 的值由如下方程确定 


cos 2 ^ = — = sin 2 Rq . 
2 ro 


当趋近这个值时，时间 < 趋于无穷大，与§102中的论断一致① 


§104非球形转动物体的引力坍缩 

严格来说，前面两节的所有结果只适用于严格球对称的物体.不过，简 
单的论证显示，对于那些稍许偏离球对称的物体，引力坍缩的定性阁景仍然 
相同 （ A . G . Doroshkevich , Ya . B . Zel’dovich 和 I . D . Novikov , 1965). 

首先我们来考虑这样的物体，它们偏离中心对称性与物质的分布有关， 
而与物体的整体转动无关. 

很明显，既然大质 M 中心对称的物体是引力不稳定的，这种不稳定对于 
对称性的小扰动仍将保留，所以这样的物体将会坍缩.将弱不对称性处理成 
小扰动，我们可以追踪它在物体收缩过程中（在共动系内）的发展 .一 般说 
来，扰动随物体密度的增加而增加.但如果扰动在收缩开始时足够弱，它们 
在物体达到其引力半径时仍将 很小； 在§103曾经指出，这个时刻对于收缩物 
体内部的动力学毫无特殊之处，而它的密度当然仍是有限的 

由于物体内部的扰动很小，它在外部产生的中心对称引力场的扰动依然 
也很小.这意味着“事件视界”，即史瓦西球的表面也几乎保持不变，没有任 
何东西能够阻止坍缩物体穿过它（在共动参考系内> . 

因为没有信号从事件视界以内送出，所以没有关于物体内部扰动进一步 
发展的信息到达外部观 察者； 整个过程对于遥远观察者仍然是“无限延迟” 
的.由此可知，当物体渐近地趋于引力半径时，坍缩物体的引力场相对于外 
部参考系趋向于变成稳态.这个过程的特征时间非常短（〜 r g / c )， 在这段期间 
我们可以假设，外部空间只存在那些在中心对称引力场中较早发展起来的扰 

① 由（4> 式决定的闲数 r ( r , Ro ) 3然与由外部度规计算并由积分 (102.8) 给出的闲数一致. 

同样的论断适用于山 （4) 和 （5) 决定的函数 t ( r ); 它与积分 (102.5) 给出的函数一致. 

② 在§115里将处理不稳定、无边界的均匀物质分布中扰动的发展（那里得到的公式可以同 

样砬用于膨胀和收缩两种情况 K 未扰动或无界延伸物体的非均匀性并不改变这里做出的结论. 
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动.但是随着时间的进程，所有的扰动都必定作为引力波耗散进空间，走向无 
限远（或者穿过视界）. 

在形成中的黑洞的外部引力场里，也不能保留与时间无关的静态扰动. 
这个结论可以从应用于真空史瓦西球中恒定扰动的分析得到.这样的分析显 
示，在静态情形下，每一（在无穷远处减弱的）扰动，在趋近未扰动问题的史 
瓦西球面时会无限制地增 加①； 但是，正如已经说过的那样，在目前情况中 
没有外部场出现大扰动的理由. 

物体密度分布中对于球对称的偏离，可以用该分布的四极矩和更高的多 
极矩 描述； 其中每一个都对外部引力场作出了自己的贡献.我们的论断意味 
着，外场中所有这样的扰动在坍缩的最后阶段（从外面观察者的观 点看） 都 
会渐次减弱产生的黑洞引力场依然是中心对称的史瓦西场，只由黑洞的 
总质量决定. 

物体坍缩到其事件视界以内（从外面的参考系不可观测〉的终极命运问 
题还不完全清楚.看来我们可以断言，这里坍缩也会终止于时空度规的 A 奇 
点，但奇点的类型与中心对称的情况完全不同.然而，这个问题 B 前尚未完全 
搞清楚. 

让我们回到球对称弱扰动不是与密度分布，而是与物体整体转动相关的 
情况； 弱扰动的假设意味着转动必须足够慢.除了一个例外，所有以前的论断 
仍然有效.从一幵始就很清楚，由于物体的总角动量 M 守恒，黑洞的场不能 
只依赖于物体的质量.弓此相应的是，在中心对称引力场的不含时稳态（而非 
静态）扰动中，有一个扰动不在 r — 时无限增加.这正好是与物体的转动相 
关的扰动，可通过在史瓦西度规张量 Ait (在坐标:= Gx 1 = r , ar 2 = = ^ 
中）加上很小的非对角分 


g03 = sin 2 9 (104.1) 

r 

予以描述（参见§105 习题）. 当物体趋于引力半径时，这个表达式仍然冇效 
(在外部空间中），因此缓慢转动黑洞的引力场（在小角动量 M 的情形准确 
到一级近似），将是中心对称的史瓦两场加上小修正 （104.1). 这个场不再是 
静态的而只是稳态的. 

如果引力坍缩对于球对称的小扰动是可能的，那么如果在某个有限范闱 

① 参见 T . Regge 和丄 A . Wheeler , Phys . Rev . 108, 1063 (1957). 这里要强调,我们说的是 
来 f 彳中心体本身的扰动.施予无穷远的条件排除 r 静态扰动来 ft 外源的情况:在这样的情况下. 

小扰动只给史瓦内球一些扭曲.并不改变它的定性性质 • 也不 在凡 上产生真正的时空奇点. 

② 关于 这种衰减律,参见 R . H . Price • phys . Rev . D , 5 t 2419, 2439(1972). 坍缩期 N • 外引 

力场初始静态的 f 极扰动的《减规律是 

③ 在本竹中令 c = 1. 
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之内偏离球形，必定也可能发生同样性质的坍缩（连同物体运动到事件视界 
以 内）； 决定 这一范 围的条件尚未建立.无论这些条件如何，看来我们可以断 
言，从外部观察者的观点来看，由坍缩形成的结构（旋转坍缩星）的性质，仅 
依赖于初始物体的总质量 m 和角动 ii A /， 而同它的所有其余特性无关 ® .如 
果物体没有整体旋转 （ A /=0)， 那么坍缩星的外部引力场就是中心对称的史 
瓦西场②. 

旋转黑洞的引力场由如下轴对称稳态克尔度规给出®. 


ds 


2 




0 - 




dt 


2 


2 


P_ 


dr 2 — p 2 dd 


2 


2 


^ sin 2 6) sin 2 + ^sin 2 Od<pdt, 

P 2 J P 2 


(104.2) 


这里我们已引入符号 




r 


2 


- r g r + a 2 , 


P 


2 


r 2 + a z cos^ (9, 


2 


2 


(104.3) 


式中的 r g 仍然是 2 mk . 这个度规依赖于两个恒定参 W m 和 a ， 其意义从度规 
在远距离 r 处的极限形式看是明显的.精确到〜 1/ r 级的项，我 们有： 


goo ~ 1 — 


r 


g 03 « — sin 2 0; 

r 


第一式与 （100.18) 比较、第二式与 （104.1) 比较表明， m 是物体的质量，而参 
量 a 与角动量 M 的关系为 

M = ma (104.4) 


(在通常单位中 M = mac ). 对于 a = 0, 克尔度规化为标准形式的史瓦西度 
规 (100.14) ©. 我们也注意到，形式 (104.2) 明显表现出时间反演对称 性：这 
个变换 （f — - t ) 也改变了转动方向，即角动 M 的符号 （a — - a )， 所以 ds 2 保 
持不变. 

度规张量 (104.2) 的行列式是 


-g = p 4 sin 2 6. (104.5) 

① 为了避免误解，我们提醒读者,这里没有考虑携带净电荷的物体. 

② 这一论断受到 T 述 Israel 定理的强烈 支持： 在爱 W 斯坦方程所有尤穷远处为伽利略的， 
且有闭合单叶面 goo = const , t = con » t 的静态解中 • 史 fll 两 解是唯一 * 具钉视界 (goo = 0) rfll { f . 

上没有时空度规奇点的解（证明参见 W . Israel • Phys ‘ Rev . 164, 1776, 1967). 

③ 爱 W 斯坦方程的这个解是1963年由克尔以另一形式发现的，后由 R . H . Boyer 和 R . W . 

Lindquist , 1967化为 (104.2). 文献中对度规 （104.2) 没有物理槪念合格的说明性解折推导，甚至 
莨接 核对爱因斯坦方程的这个解也涉及繁杂的计箅.克尔度规是旋转坍缩星唯一的场这个论断. 

得到一个类似 Israel 定理的定理支持(参见 B . Carter . Phys . Rev . Lett 26, 331, 1971). 

@ 准确到 a 的一级项，当 a 《1时度规 （104.2) 与史瓦两度规只羞 （2 r K a / r ) sin 2 fldpdi 这一 

项，同我们前面关于弱偏离球对称情形的论断一致. 
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我们也给出逆变分最办法是将它们引入下列四维梯度算符平方的表 
达式： 


g 


ik 


d d 


2 


dx { dx k A 


〜 2 子… 


d 

m 


丄（旦 

p 2 \de 


r- 


A sin 2 6 


)( 

0 - 約 ㈤ 




2 


2 


2 r g ra d d 

p 2 A d^pdt 

(104.6) 


当 m = 0 时，不存在引力质量 ，（104.2) 应当变为伽利略度规.实际上， 
表达式 

d ,9 2 = dt 2 -~ ^ dr 2 — p 2 d 0 2 — ( r 2 + a 2 ) sin 2 Od < p 2 (104.7) 

r l 4- 

就是用空间扁椭球坐标写出的伽利略度规 


d , s 2 = dt 2 — dx 2 — dy 2 — dz 2 9 


空间扁椭球坐标到笛卡儿坐标的变换由下列公式实现: 

x = yr 2 + ° 2 si n ^ cos p ， 
y = y / r 2 + a 2 sin 0 sin v ?, 
z — v cos 0; 


曲面 r = const 是旋转扁椭球： 

X 2 + y 2 z 2 = 
r 2 + a 2 r 2 = 

度规 （104.2) 有一假奇点，正如史瓦西度规 （100.14) 在 r = r g 有假奇点 
一样.但是，相较于史瓦西情形在同一个面 r = 上既有 goo 为0又有 g n 为 
无穷大，在克尔度规中，这两个面却是分离的.当 p 2 = rr g 时，等式 g oo = 0 
成立；这个二次方程的两个根的较大者是 

ro = y + ( y ) - a 2 cos 2 沒 （goo = 0). (104.8) 

当 △ = () 时， g n 为无 穷大； 这个方程两个根中较大者是 

^hor = y + Y (y) - a 2 (gu = oo). (104.9) 

为简便起见，我们把曲面 r = 〜记为 5(, , r = r hor 记为 5 hor ,其物理意义 
下面再解释.曲面和&都是旋转扁椭球面、 Shor 包含在&里，两个面 
在极点 （0 = 0和0 = jc ) 接触. 

♦ 原著将前者误写为球面.——¥译注 
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正如我们从 （104.8) 和 (104.9) 看到的那样，仅当 a < r g /2 时，&和 
才存在.当 ti > r g /2 时，度规 (104.2) 的性质会发生根本改变，开始显示出物 
理上不允许的性质——破坏了因果性原理 

a > r g /2 时克尔度规失去意义意味着，下列值 

j * TTI ' T * 

amax = -^max = ~ (104.10) 

给出了坍缩星角动设可能的上限.必须把它看成可以任意趋近的极限值.而 
严格的等式 a = a m ax 是不可能的.曲面&和相应的半径极限值是 

ro = y(l + sin 0), r hor =夸 (104.11) 

我们将证 明曲面 S ht , r 是事件视界，运动粒子和光只能从一个方向（朝着内 
部）穿过它. 

先从一般的观点证明，运动粒子世界线的单向穿过性对任何类光超曲 
面（即每一点的法线都是类光矢景的超曲面）都保持.设超曲面是由方程 
/( x 0 ,^ 1 , x 2 , x 3 ) = const 定义的.它的法线沿着四维梯度 ni = df / dx { 的方向， 
所以，对于类光超曲面我们有 nuf = 0. 换言之，这意味着，法线的方向就躺 
在该曲 面里： 沿着该超曲酣 df = = 0,这个方程在四维矢以和 d 

的方向一致时满足.由这同样的性质 riiW =0,超曲面在这同一方向的线元是 
d.s = 0. 换言之，沿着这个方向，超曲而在给定点同在该点构造的光锥相切. 
因此，在类光超曲面上每一点构造的光锥（例如，朝未来方向）完全躺在曲 
面的一边，并沿 A 己的母线之一与该 超曲甜 （在这 些点） 相切.但这止好意味 
着，粒子或光线（指向未来）的世界线只能往一个方向穿过超曲面. 

类光超曲面的这个性质通常在物理上是平 凡的： 单向穿过这些曲面仅 
仅表示超光速运动的不可能性（这类例子中最简单的是平直时空中的超曲面 
x = t ). 非平凡的新物理情况出现于类光超曲面并不延伸到空间无限远，以 
至它的截面 <= const 是闭合的空间曲面 之时； 这些曲面是事件视界，其意义 
与史瓦西球在中心对称引力场中的相同. 

克尔场中的曲面 S hor 是什么呢？对于克尔场中形如 /( r ,6>) = const 的超 
曲面，条件~7^=0具有形式 

gU {%) +g22 (S) = 7 + © =0 (10412) 

• ■ 

①从闭合类时 lit 咩线的出现就能 敁示 出來这种破坏；这些 IR 界线会使先向过左“运动”然 
后冉朝将來“运动”成为町能.我们立刻指出，如采把克尔度规延伸到 Shor 内部，即使《 < TJ 2 . 
间样的破坏也会出现,这表明物理 L 该度规在 5 hor 内部是不可用的(我们以后将 t " J 到这一点）. 
由于 H 怍的押由，在二次方程 goo = 0 It ! 1 /xn =0两个较小根所定义的曲面里（它们处于 5 hor 
内 部〉， 是没有物理意义可 ri 的；参 UL B . Carter , Phys . Rev . lA 7 % 1559(1968) • 
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( g ik 来自 （104.6) ) • 这个方程在&上不满足，但在上满足（这里 
df / d 9 = 0, zi = 0 ). 

把克尔度规延拓到视界曲面以内（像在§102和§103对史瓦两度规做过 
的那样）是没有物理意义的.这样的延拓会只依赖于和外面的场相同的 
两个参量 （ m 和 a ), 由此已经 M 见，它不可能与坍缩星穿过视界后的命运这 
个物理问题有关.非球形的效应在共动参考系中根本不能衰减掉，相反，必 
定会随着物体进一步收缩而增加，所以没有理由预期，视界内部的场会仅仅 
由物体的质量和角动量来决定®. 

我们来考虑曲面 S 0 和它与视界之间的空间（克尔场的这个区域称为能 
层）的性质. 

能层的基本性质是，其中没有粒子能够相对于遥远观察者的参考系保持 
静止： 当 r ， 0， v ? = const 时，我们有 ds 2 <0, 即间隔是类空的，而粒子的世界 
线本该 类时； 变量 t 失去了它的时间特性.因此刚性参考系不能从无穷远延 
伸入能层，在这个意义上，曲面&可以称为静界. 

粒子在能层内的运动特征与史瓦西场视界之内的情形有本质的不同.在 
后一种情形下，粒子相对于外部参考系也不能处于静止，不能有 r = const : 
所有粒子都必须朝中心径向运动.在克尔场的能屋中， v ? = const , 对粒子是不 
可能的（粒子一定要绕场的对称轴转动），而7* = (： 0 11说对于一个粒子是可能 
的.此外，粒子（和光线）的运动既可以增加也可以减小 r ， 并能从能层出射 
到外部空间.与最后一点相应，粒子可以从外部 K 域达到 能层： 这样的粒子 
(或光线）到达曲 面&的 时间，用遥远观察者的 钟/测 M ， 对除极点 （ So 和 
5 hor 的接触点）之外的所有&都是有限的.到达这些极点的时间，正如同到 
达所有 5 hor 点的时间一样，当然还是无限的®. 

闽为粒子在能层中的转动不可避免，在这个区域写出度规的 D 然形式 
是： 


2 2 
ds 2 = ( goi ) - — ) dt 2 + 1 dr 2 + g 22 ^ 0 2 + g 3:i (dip + —dA . (104.13) 

\ ^33/ V g 33 / 

dt 2 的系数 

— ^03 _ _^_ 

00 g33 r 2 H - a 2 + r g ra 2 sin 2 0 / p 2 

在 5 hor 外面处处为正（且在 So 上不为 零）； 当 r = const ,6 = const , d^p = 

① 数学上，这种情况反映了.，我们将克尔度规延伸到 5 hor 以内时 （ L 面提到的） N 果性 
原理的破坏. 

② 在粒子的能每:和角动 M 取特殊值，使径向速度在^的特殊点为芩的特殊怡形下.到达 
这些特殊点的时间也可以是无限的. 
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- te 03/ g 33) d 纟时，间隔 d . S 是类时的.相对于外面的观察者， 


gQ3 = _ r g ar _ 

g33 p 2 ( r 2 + a 2 ) + r g ra 2 sin 2 0 


( 104 . 14 ) 


这个 M 起着广义“能层转动角速度”的作用（其转动方向与中心物体转动的 
方向一致）①. 

粒子的能 M ， 定义为作用域 S 对于粒子（沿轨道同步的）间有时 T 的导 
数 -dS/dT 、 它恒为正值（参见 §88). 但是，正如§88中说明过的那样，粒子 
在与时间 f 无关的场中运动期间， 定 X 为一 dSjdt 的能最冼是守 恒的； 这个 
M 与四维动 M Po = rnuo = mgoidx 1 的协变分量一致 （ m 是粒子的质 ii ). 变 
按遥远观察者的钟测 M 的时间）在 能层内 不再具有时间特性，这个事实 
产生了如下特殊的 情况： 在这个区间内 g ( M )<0, 因此 


^0 = rn ( go 0 u 0 + g 0 3^ 3 ) 


= m 


(d 纟 dp 、 


这个量能够为负值.因为在外部空间（那里 r 为时间）中， 能设怂 不能为负， 
所以為 < o 的粒子不能从外部落入能层.出现这种粒子的可能来源，是进入 
能层的物体分裂为（例 如说） 两部分，一部分被俘获进人“负能”轨道，这部 
分不再能从能层出射，最后被俘获进视界之内.第二部分可以返回外部 空间； 
因为為是守恒的加性 M ， 这部分的能 坫大于 初始物体的能坫，所以我们得到 
了从转动黑洞抽取出来的能量 （ R . Penrose ，1969). 

最后，我们注意到，虽然心面对于时空度规并不奇异，但纯空间度规 

(在参考系 （104.2) 中）在那里却有奇点.在&以外（那里变量〖具有时间特 

% 

性），空间度规张 狱根据 （84.7) 计算，而空间距离元具有形式 

dl 2 = ^ dr 2 + p 2 d 0 2 + dsi 11 沒 知 2 . (104.15) 

A 1 - rr g / p 2 ^ 、 ’ 

在附近，炜线长度 (0 = const , r = const ) 按规律 2 :m sin 2 0/ y/g^ 趋于无穷 
大.当时钟沿此闭合曲线同步时，其读数之差（参见 （88.5)) 在这里也趋于无 
穷大. 


①憤得注意的是，对于沿能 S 边界运动的粒子，同有时间隔并不随 gOO 变为零.在这个意义 
L . So 不是“无限红移” 曲; 运动的源（在那里是不能諍 止的） 送出的光信号频率，在遥远观察 
者看来并不变为零.我们 i 己得.在中心对称场中，史扎两球上既不可能有静止的源，也不可能有 
运动的源 （ W 为类光曲面不能包含类时世界线）.在那里产生“无限红移”是 W 为，随养 r — 
间有时间隔 dr = (对于给定的 df >. 由相对于参考系静止的钟 测域. 会变为零. 
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习 



1. 对于在克尔场中运动的粒子，在哈密顿-雅可比方程中进行变量分离 


( B . Carter , 1968). 

解： 在哈密顿-雅可比方程 


ik dS dS 
^ dx i dx k 



中 （m 是粒子的质量，不要与中心物体的质量混淆）， 反规 g ik 来自 （104.6), 
时间 f 和角 p 是循环 变量； 因此它们以 U + 的形式进入作用量这 
里说是守恒的能量， L 表示角动量沿场对称轴的分量.显然，变量 r 和0也 
可以分离.把5写为形式 


S = —Sot + Lip + S r (v ) + S$(9)^ 


⑴ 


我们把哈密顿-雅可比方程化为两个常微分方程（参见本教程第一卷 §48) : 


dS e 

^dO 


2 


+ ( a^o sin 6 


L 


2 


biin 6 


+ a 2 m 2 cos 2 0 = K, 


dS r 

dr 


2 


( 2 ) 


—— [(r 2 -f a 2 )So — aL} 2 4- m 2 r 2 = —K ， 


式中尺（分离参数）是一个新的任意常数.于是函数&和仄可以通过简单 
求积分决定. 

粒子的四维动量是 


p l = rn 


dx 


g ik Pk = 一 g ik 


dS 


ds 。 。 ◦ dx k . 

用 （1) 和 （2) 计算这个方程的右边，我们得到下列 方程： 


dt 

rn— = 
ds 


r g ra 


2 


以 “ S 卜 2 子… 


m 


m 


2 


( 


dr 

ds 


dip 

ds 

2 


L 


A sin 2 6 


7 


r K ra 

~^A 

A 


#0, 


^ [(r 2 + a 2 )<^o — aLj 2 — + m 2 r 2 )， 


m^( dd 


2 


[K — a 2 m 2 cos z 9 ) —— ^ ( a<So sin 汐 - : 


•2 


L 


2 


⑶ 


⑷ 


⑸ 


⑹ 


Vd ,； 尹 V - sin^ 

这些积分是运动方程（测地方程）的初积分.轨道方程和沿轨道坐标对时间 
的依赖关系可以从 （3) — (6) 或者直接从方程 


ds 

d(^o 


const , 


dS 

dL 


const, 


dS 

Jk 


const 
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求得. 

对于光线的情况，我们必须在方程 （3) — (6) 右边令 m = 0, 并用 o ; 0 代 
替说（参见 §101) ,而左边的导教 dm / ds 必须代之以对（沿光线变化的）参 
数入的导数 d/dA ( 参见§87末）. 

如从对称性论据已经清楚的那样，方程 （4) 一 （6) 只容许沿物体转动轴 
的纯径向运动.由与此相同的考虑显见，运动可能在一个“平面”上进行的必 
要条件是该平面是赤道面.在该情形下，令 6> = ji /2, 从条件 d <9 /ds = 0 用怂 
和 L 表 示尺， 我们得到如下形式的运动方程 


m 


ds 


r g a L+ (0o 


rA 


A 


r 2 + a 2+!^ 


2 


r 


⑺ 


M 




r g a 

rA 


#0, 


⑻ 


m2 ( 去) = *" l ( r2 + a2 )^o - aL \ 2 - ^-[( a^o - L ) 2 + m 2 r 2 ] ⑼ 

2. 对于在极限克尔场 (a -> r g /2) 赤道面内运动的粒子，求最接近中心的 
稳定圆轨道的半径 （ R . Ruffini ， J . A . Wheeler ， 1969). 


解：同 §102 习题 1 一样处理，引入由 


[( r 2 + a 2 ) U ( r ) — aL } 2 — A [( aU ( r ) — L ) 2 + r 2 m 2 ] = 0 


定义的有效势能 U ( r ) (对于说= [/, 方程 （9) 的右边变为 零）. 稳定轨道的 
半径由函数 U { r ) 的极小值，即方程 U ( r ) =冼 W ( r ) = 0在 U n ( r ) > 0条件下 
的联立解确定.最接近中心的轨道相应于 f /"( r min ) = 0;对于 r < nnin , 函教 
U ( r ) 没有极小值.结果我们得到如下的运动参 数值： 

( a ) 对 L <0( 运动与坍缩星转动方向相反） 

r m in 9 ( f 0 5 L 11 

— — ■ — 

r g 2， m 3\/3 mr g 3\/3 

( b ) 对/： > 0 ( 运动沿着坍缩星转动方向）当 a — g •时半径 r min 趋向视 
界 半径. 令 0 = @(1+(5),当 5 — 0 时我们 得到： 

^ = i(l + v^), ^ = ^[1 + (45) 1 ， 3 ]. 

r g 承 r g 眾 


于是 


(^o 

771 


L 


> ⑽ 1/3 i 


我们注意到， TVnin / rhor 总是大于1，即轨道不会处于视界以内.这本该 如此: 
视界是类光超曲面，运动粒子的类时世界线是不可能置身其上的. 
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§105物体远距离处的引力场 

我们来考虑远离场源物体处的稳态引力场，并决定其按 1/ r 幂展开式的 
前几项. 

离物体远处的场很弱.这意味着那里的时空度规几乎是伽利略度规，即 
我们可以选择一个参考系，其中度 规张设 的分量儿乎等于它们的伽利 略值： 

莒以 = 1，尽匕) = 0，= ~^ a 0> (105.1) 

因而我们可以把 gifc 写成如下形式 

gik = + hik , (105.2) 

式中是由引力场确定的小修正. 

在对张憧 / la 的运算中，我们约定用“未扰动的”度规来升和降它们的 
指标：峙 = g ^ kl h it . 等等.这里我们必须把/户同度规张量的逆变分 M 
的修正区分开.后者由解如下方程 确定： 

所以，精确到二阶项，我们 得到： 

g ik = - h ik 4 - h \ h lk . (105.3) 

精确到同样精度，度规张量的行列式是 

g = g ( 0 ) ^1 -f /i + - h 2 — , (105.4) 

式中 h = h \. 

我们现在就要强调，很小这个条件绝对没有对参考系作了唯一确定 
的选择.如果这个条件对任一参考系满足，在作任意变换 = x ^ C 后它也 
将满足，这里 f 是些小量.按照 （94.3) ，张量就将变为 

心 = hik -备-為， {105t5) 

这里& ( 因为是常数， （94.3) 中的协变导数在目前情形中化为普 

通导数）①. 

①对于稳态场.自然只容许那哼不破坏 gA 的时间无关性的变换，即 f 必须只是空间坐标 
的函数. 
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在一阶近似下，精确到 1/ r 的项，对伽利略值的小修正由中心对称史 
瓦西度规展开式中相应的项给出.由于上面提到的参考系（无穷远处为伽利 
略参考系）选择的不定性，心 A ： 的具体形式依赖于如何定义径向坐标因 
此，如果史瓦西度规写成 （100.14) 的形式，其大 7* 处展开式中的前几项就由 
表达式 (100.18) 给出.从空间球坐标变换到笛卡儿坐标（为此我们必须写出 
dr = 这里 n 是 r 方向的单位矢量），我们得到下列值： 


^00 = - — 1 h ap = - — n ^ n (3i ( 105 . 6 ) 

r ^ r 

式中 r g = 2 km /• 

在正比于 1/ r 2 的二阶项中，有两种不同的起源的项.有些项来 fl 爱因斯 
坦方程对一阶项的非线性效应.因为后者只依赖于质量（而不依赖于物体的 
其他特性），故这种二阶项也只依赖于质量. W 而很清楚，这些项可以通过展 
开史瓦西度规得到.在这些坐标中，我们有 

2 

/loo = 0, / I 泛 = -(» n a n 0 . (105.7) 

其余的二阶项来自线性化场方程的相应解.考虑到后面的应用，我们将 
超出这里稳定场的需要，用形式上史一般的公式来进行方程的线 性化； 开始 
时我们不用场的稳定性. 

对于小的 / la , 用其导数表示的 ft 也很小.忽略高于一次的幂，在曲 

率张量 （92.1) 中我们可以只保留第一个括号中 的项： 


Riki 



(d 2 him 

\ dx k dx l 


+ d2hki 
dx T dx m 


d 2 h km 一 d 2 hu \ 

dx i dx l dx k dx m ) 


对于里奇张量，准确到同样精度，我们有: 


(105.8) 


Rik = g lm Rlimk ~ 


或者 




d 2 h \ d 2 h l k 


dx k dx l dx { dx l 


d 2 h \ 
dx i dx k ) 


(105.9) 


①然而如果我们从有各向同性空间坐标的史瓦两度规出发(参见§100习题 4), 我们会得 


到： 


从 (105.6) 移到 (105.6 a ) 是通过变换 (105,5) 实现的.其中令 


(105.6 a ) 
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表达式 （105.9) 可以通过使用参考系选择中留下的任意性得到简化.我 
们可以施予四个（任意函数 f 的数目）附加条件 

c) 1 1 1 

点= 0，喊 = h ^ - - S ^ h . (105.10) 

于是 （105.9) 中的最后三项彼此相消，留下 


Rik 


丄 fm(O) hjk 
2尽 dx l dx r 


(105.11) 


在我们这里考虑的稳定情形下， / la 不依赖于时间，表达式 （105.11) 化 


为 R lk = Ah ik /2, 式中 △ 是三维空间坐标中的拉普拉斯算符.因此真空中的 
爱因斯坦场方程化为拉普拉斯方程 


Ah ik = 0， (105.12) 

连同附加条件（105.10)，后者取形式 

^ - 5^) = 0, (105.13) 

= 0. (105.14) 

我们注意到，这些条件仍然没有完全确定参考系的唯一选择.显而易见，如果 
满足方程 （105.13) (105.14), 则同样的条件也将被 (105.5) 的满足， 

只要 f 满足方程 

△《* = 0. (105.15) 

分量 ho 必定由三维拉普拉斯方程的标 M 解给出.我们知道，正比于 1/ r 2 
的这样一个解具有形式 a . V ( l / r )， 这里 a 是一个常矢 M . 但如 0 中这种类型 
的项总能够通过简单地在1斤的一阶项中移动坐标原点消去.因此，这样一 
项的存在只是表明坐标原点选择得不好，并没有什么意义. 

分量由拉普拉斯方程的 矢量解 给出，即它们必须具有形式 

hoot = Xa0 d^r' 

式中是一个常张量.条件 (105.4) 给出 

^ a(3 dx a dx ^ r - 0’ 

由此可知，必须具有形式 a a p + \ S a /3 ♦ 这里 aw 是一个反对称张量.但 

是形如的解可以通过变换 (105.5) 并令 f = A / r , = 0 (满足条件 
(105.15)) 消去.因此，唯一具有真实意义的解是 

, d 1 

h 0a = a aP -^-. 
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最后，通过类似但更为繁杂的论证可以证明，通过适当的空间坐标变换， 
总能消去拉普拉斯方程张量解（对 a 和卢对称）给出的量 h Q0 . 

至于张 W a a (5 , 它同总角动 M 张 M M aP 有关， / io « 的最终表达式具有 

形式 

h ( ol ) = = (105.16) 

我们通过计算积分 （96.17) 来证明这一点. 

角动量只同 / i 0 ct 有关，所以在计算它的时候，我们可以假设所有其 
他的分量/^都不存在.准确到 / i Uu 中的二阶项，从 （96.2) — （96.3) 我们有 
(注意泸 Q = -/ i« G = / i a 0 , 而与1只差二阶 项）： 

将 （105.16) 代入这里，导数符号下的第二项变为零，而第一项给出 


h o0(3 = 




8 jt ay dx i 3 dx ^ r 




_ 二 _ f 


厂 3 


用这个表达式在半径 r 的球面上进行 （96.16) 中的积分 （ d / 7 = n ， 2 do ) 我们 
得到： 


- 丰 (x a h/ iQ ’ 一 x ( 3 h a 0 y )df 1 = J (n ft n 7 M^ 7 — n^n 7 M a7 )do = 


1 2 
-g ( 〜飞八 — 5/3^A/ a -y) = 2 ^a/3 - 


类似的计算 给出： 


j A Q _ d /， = - 


C 3 . 

\ 6 nk t (" a0 d,， J _ ^/?od/ a ) = -A/a/3 - 


把这两个量相加，我们就得到要求的 AJ a /? 值. 

我们强调指出，在一般情形下，当物体附近的场可能并不很弱时， m q/3 
是物体及其引力场的总角动量.仅当场在所有距离都很弱时，才能忽略它对 
角动 M 的贡献 ®. 


公式 （105.6) — (105.7) 和 （105.16) 解决了我们的问题，准确到 1/ r 2 的 
项®.度规张量的协变分 M 是： 


如=^) + 必)+心). (105.17) 

① 如果转动物体是球形的， M 的力向是物体外整个空间的场唯一可分辨的方向.如果场处 
处（而不只是离物体 远处） 很弱，公式 (105.16) 在物体外 Ift 的整个空间都 有效. 在场的中心对称 
部分不是处处很弱，但球形物体转动得足够慢的情形下，这个公式在幣个空间仍然成立（参见 
习题 1). 

② 变换 (105.5) 对于€° = 0, C = C ( x \ x 2 . x 3 ) 并不改变 / ia «. 因此, 表达式 (105.16) 不依 
赖于坐标 r 的选择. 
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按照（105.3)，达到与此相同的精度的逆变分 M 是 

g ik = g 叫 0) - h tk ^ - h ik ( 2 ) + ⑴. （105.18) 


公式 （105.16) 可以用矢量形式重新写为① 

2 k „ ，_ 

g =— n x M . (105.19) 

式中 M 是物体的总角 动敁矢 M . 我们在§ 88 习题 1 中曾经表明，在稳态引力 
场中，有一“科里奥利力”作用于物体上，它与物体在以角速度 


c 

^ = 2\/Soo rot S 

旋转的参考系中所受的力相同. W 而我们可以说，在旋转物体的场中，作用于 
远处粒子上的科里奥利力的强度相应于角速度： 


ns 二 


-rotg = ^3 [M - 3 n(M • n )]. 


(105.20) 


最后，我们依照积分 （96.16), 用表达式 （105.6) 来计算引力物体的总能 
量. 从公式 （96.2) (96.3) 计算/的必要分在需要的精度下（保留 1/ r 2 
阶的项）我们 得到： 


h °° n = S 


= 0 , 
me 2 d 
8 ji dx3 


S 010 


x ^\ 
r 3 ) 


me 2 n n 
4 tc r 2 


在半径为 r 的球上作 (96.16) 中的积分， M 后得 


P n =0 ， P° = me, (105-21) 

这自然是个预期的结果.它表示了物体的“引力”质量和“惯性”质量相等的 
事实（“引力”质 M 是决定物体产生的引力场的质 W ，这就是出现在引力场的 
度规张最中，或者特殊情形下，牛顿定律中的质“惯性”质 tt 是决定物体 
的能量与动 M 之比的质 M ; 特别地，物体的静能等于这个质 W : 乘以 c 2 ). 

在恒定引力场情形下，可以推出一个物质加场总能量的简单表达式，它 
在形式上只对物质所占的空间进行积分.为了做到这一点我们可以，比方说， 

①准确到假设的精度，矢设= - g 0a /goo 泛 -如…此同理 • 在定义矢积和旋度时（參 
见 §88 七题 1 的_注）我们必须令 7 = 1 ，所以 "r 以按对笛 K •儿矢 tt 常川的意义来理解它们. 
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从如下表达式（它在所有量与: r G 无关时成立）出 发①： 

邱=一| 士 (厂( 105 . 22) 

在（三维）空间中对邱作积分，用三维卨斯公式得到： 

J ^y^gdV = j y/^g i0 r^df a . 

取足够远的表面作这个积分，对用表达式 （105.6) ，经简单的计算后 得到： 

f ,— 4 nk 4 nk - 

J ^- m = -^3- P 0 . 

再注意到，按照场方程， 

我们得到要求的 公式： 

P ° = mc =^ J ( TS - T } - Tl - r 3 3 ) v ^ dV . (105.23) 

这个公式仅用物质的能 W ： 动坫张 W 表达出物质和恒定引力场的总能缺（即物 
体的总质量） （ R . Tolman , 1930). 我们记得，在中心对称场情形下，这个量 
还有另一个表达式——公式 (100.23). 

习 题 

1. 证明在慢转动 （ Af 《 cmr g ) 但不要求场的中心对称部分很小的条 
件下，公式 （105.16) 对于旋转椭球体外部整个空间的场保持有效 （ A . G . 
Doroshkevich f Ya . B . Zel ’ dovich , I . D . Novikov , 1965: V . Gurovich , 1965). 

解：在空间球坐标中 （ x 1 = r , x 2 = = ip ) ， 公式 （105.16) 写为： 

« . 2 fcA / . 2 j% 

ho 3 = snr 6. (1) 

①从 《92.7) 我们有 

= e 0 i Rio : g 0i (势 + r ionz - 厂 ; TfL) ， 

用 <86.5) 和 （86.8) 我们发现.这个表达式可以写为 

用相同关系（86.8> 容易证明，右边第二项恒等干 -1 厂 W 所有的 M 都与/无关，故等 
于零.最后将第一项中对 Z 的求和换成对 Q 求和，我们就得到 (105.22). 
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把这个量看成是对史瓦西度规 （100.14) 的小修正，我们必须验证按 / io 3 线性 
化的方程7?03 =0得以满足 （ 因为在其他场方程中修正项恒 为零〉 • /? 03 可用 
§95习题中的公式 （4) 计算，此处线性化意味着，三维张量运算应该用“未扰 
动”的度规 （10( U 5) 进行. 结果我们得到如下方程 



d 2 ho3 

dr 2 



广 3 


&03 + 


sinO d 
~ d 0 




表达式 （1) 确实满 足它. 

2. 求在转动的中心物体的场中运动粒子轨道的系统（“长期”）移动 . （丄 
Lense , H . Thirring , 1918). 

解: 由于所有的相对论效应都很小，它们彼此线性地叠加，所以在计算 
由中心物体转动产生的效应时，我们可以忽略§101中考虑过的非牛顿的中心 
对称 力场； 换言之，在进行计算时我们可以假设， 所有的 h ik 中只有 /2. 0q 不 
等于零. 

粒子经典轨道的取向决定于两个守恒量：粒子的轨道角动量 M = r x p 
和矢量 

p " kmm f r 

A = — x M -， 

rn t 

后者的守恒是专对牛顿场 (p = — km 1 It 而言的（式中 m / 是中心物体的质量 K 
参见本教程第一卷 §15. 矢量 M 垂直于轨道平面，而矢量 A 沿椭圆的长轴指 
向近日点（且其大小等于 kmm’e ，这里 e 是轨道的偏心率）.要求的轨道的长 
期移动可以用这些矢量方向的改变来描述. 

在场 （105.19) 中运动粒子的拉格朗日函数是 



ds 

— me — = 
dt 


Lq + SL^ 


SL = meg - v = 


2 km 

c 2 r 3 


AT • 


v x r 


⑴ 


(这里我们将中心物体的角动量记为 AT 以区别于粒子的角动量 M ). 于是， 
哈密顿函數是（参见本教程第一卷 （40.7)): 


tfc = 十 o.yt , 


8.^ 


2 k 

c 2 r 3 


Ai f • r x p . 


用哈密顿方程 f = dJ ^/ dp , p = — d^jdr 来计算导数 = rxp + rxp f 


我们 得到： 


M 


2 k 

c 2 r 3 


M , x M . 


( 2 ) 


因为我们只对 M 的长期变化感兴趣，因此应当将这个表达式对粒子运动的 


周期进行平均.方便地进行这个平均的方法，是利用椭圆轨道运动的 r 与时 
间关系的参数表达式，形如 


r = a(l — ecos 《)， 


I 

2jt 


( 《一 esinO 
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a 和 e 分别为椭圆的半长轴和偏 心率； 参见本教程第一卷 §15)： 


T Jo r 3 _ 2jia 3 J 0 

因此 M 的长期变化由如下公式给出 


(1 — ecos^) 2 


3(! _ e 2)3/2 


dM 2 kM f x M 

"dT = c 2 a 3 ( l - e 2 ) 3 / 21 


( 3 ) 


即矢量 M 绕中心物体的旋转轴转动，其大小保持固定. 

对矢量 A 的类似计算 给出： 

乂 =品“ + 士 ( M • M')(r x Af ). 

这个表达式的平均按以前一样的方式进行.从对称性的考虑可以预先判断出， 
平均后的矢量^将沿着椭圆的长轴，即沿着矢量 A 的方向.这个计算导出 
了矢量 A 长期变化的如下表 达式： 


dA ^ A ^ 2kM f f , ,、、 

I = ^=^— 2)372 ^ -3n(n.n)} 


⑷ 


( n 和 Y 是沿 M 和的单位矢量），即矢量 >1 以角速度 J 7 旋转，而大小 
保持 固定； 最后这一点显示，轨道的偏心率不会有任何长期变化. 

公式 （3) 可以写为形式 


dM 

d 亡 


f 2 x M , 


r ? 与 u ) 式中相同.换言之， d 是椭圆“整体”旋转的角速度.这个转动既包 
括轨道近日点额外（与§101中考虑的相比）的移动，也包括轨道平面绕物体 
轴的长期转动（如果轨道面与物体的赤道面重合，就没有后面这个效应）. 

为了比较起见，我们指出，对于§101中考虑的效应，相应地有 

° = cM^ - e 2 )T n ' 

§106 二级近似下物体系统的运动方程 


后而 (§iio) 我们将看到，运动的物体系统要辐射引力波， W 而会损失能 
M . 这个损失只是在 l / c 的第五级近似下才表现出来.在前四级近似中，系统 
的能量保持恒定.由此可知，不存在电磁场时，引力物体系统可以用精确到 
l / c 4 阶项的拉格朗 U 函数描述，而一般情形下，拉格朗日函数只精确到二阶 
项 (§65). 这里我们来推导物体系统精确到二阶项的拉格朗口阐数.这样我们 
就求得比牛顿近似更高一级近似的系统运动方程. 
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我们将忽略物体的大小和内部结构，把它们看做“类点的” 粒子； 换言 
之，在按物体的尺度 a 与其相互间距/之比的幂展开时，我们仅限于零级 
近似. 

为了解决我们的问题，必须首先在这同级近似下，决定物体在远比其尺 
度大，同时乂比系统辐射的引力波波长 A 小的距离处产生的弱引力场 （ a 《 
r 《 A 〜 lc/v). 

精确到 1/ c 2 阶的项，远离物体的场由前节获得的表达式给出，在那里记 
为这里我们用的这些表达式形如 （105.6 a ). 在§105中，隐含的假定是 
场只由位于坐标原点的一个物体产生.但因为场乂^是线性化爱因斯坦方程 
的解，叠加原理对它有效.闪此远离物体系统的场可以通过把每个物体的场 
简单相加 求得； 我们把该场写为形式 


2 


h a = 


2 


= pW ， " 汶 = 0, 


式中 




a 


r a 


ds 


2 


2 


dt 


- 0 - 


2 
7 


(cLr 2 + cly 2 + dz 2 ). 


(106.1) 

(106.2) 


是点状物体系统的牛顿引力势 （ r a 是质域为 m a 的物体的径矢）.度规张量 
为 (106.1) — （106.2) 的线元表达 式为: 


(106.3) 


我们注意到，含有0的一阶项不仅出现在 goo 中，也出现在“0 中； 在 
§87中已经说过，在粒子的运动方程中， gw 中的修正项给出比来自 goo 的项 
更高阶 的量； 因此通过同牛顿运动方程比较，我们只能确定 g 00 . 

我们随后将会看到，为了得到要求的运动方程，知道由 (106.1) 给出的 
空间分量 / iM 到精度（〜 1/ c 2 ) 就 够了； 混合分量（在 1/ c 2 的近似中不存在） 
需要到 1/ c 3 阶的项，而时间分量 / loo 需要含 1/ c 4 阶的项.为了计算它们，我 
们再次回到一般的引力场方程，并考虑这些方程中相应阶的项. 

在不考虑物体的尺度时，我们应当把物质的能 W •动设张敁写为形式 
(33.4) ， （33.5). 在曲线坐标中，这个表达式重新写为 





m a c dx l dx k 
v/-^ ds dt 


S(r - r n ) 


(106.4) 


(关于因子 1/ v ^ 的出现，参见 （90.4) 中类似的过 渡）； 求和遍历系统中所 
有的物体. 
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分量 




在（伽利略度规的）一级近似中等于 - r a ); 在下一级近似 
中， g 认由 (106.3) 代替，经简单计算后得到^ 



(106.5) 


式中 v 是普通的三维速度 （W = d : r «/ df ), 而％是场在点 r a 的势（我们暂时 
不对％ 中含有的无穷大部分——粒子 m a 自场的势——加以 关注； 关于这一 
点，见下 .） 

至于能量动量张 M 的分对它们来说，在这个近似中，只要保 
留 （106.4) 展开式中领头的项就 够了： 


T Q 0 = ^2 ^aVacxVa(3^(r - r a ), T 0a = - ^ m a cv ac ^(r — r a ). 


(106.6) 


a 


a 


下面来计算张量况 fc 的分量.利用公式 R lk = g lm Rumk 来作这个计算是 
很方便的，式中抝 imfc 由 （92.1) 给出.这里必须记住， / IM 和/1 00 不含低于 
1/ c 2 阶的项，而不含低于 1/ c 3 阶的项；对/ == cf 微分将#小的程度提 
高 一 阶. 

Roo 中的主项为 1/C 2 阶； 除此之外我们还须保留接下去非零的 1/ c 4 阶 
项.简单的计算给出 结果： 


^ 00 = h ^ r ) + \ Ahm + \ haa 

). 


d 2 h 


oo 


dx a dx (3 


1 ( 

4 V dx Q 


Idhoo ( dh^ 
4 dx ^ V dx a 


dh ^ 

dx 13 


在这个计算中还没有对量使用任何附加条件.利用这个自由，我们现在施 
加条件 

dhS _ 1 dhl 

dx Q 2 c dt 

其结果是办0中所有含 / io Q 的项都去掉了.在余下的项中代人 


0, 


(106.7) 


= -备 4， h oo = ^ 4-0 (*) ’ 


准确到需要的精度，得到 


尺 00 


12 2 
0/i oo + -ipAcp- ^(Vv?) 2 , 


(106.8) 
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这里我们已经转到三维表示.在计算分 M 时，保留到第一个非零 
阶—— l / c 3 阶的项就够了.以类似的方式，我们 得到： 

‘ = 丄 + I ^ L _ 丄4 + i A/i0ai 

2 c dtdx ^ 2 dx a dx ^ 2 c dtdx a 2 
然后，用条件 (106.7)： 


尺 a 


-A/iQa 


d 2 <p 


2 c 3 dtdx { 


用表达式 （106.5) — (106.9)， 我们现在写出 爱闵斯 坦方程 


Rik 


8 nk 


丁 ik — ^gikT 


(106.9) 


(106.10) 


方程 （106.10) 的时间分量 给出： 


A/ioo 4- 去 - ♦(▽V ? ) 2 


8 jtfc 

c 4 


y ^ m a c 2 


Svl 

7 p 


S{r - r a ) 


a 


用恒等式 


和牛顿势的方程 


4( V (^) 2 = 2 A (^? 2 ) — 4 ipA(p 
Ac^ = 4nk ^ m a S(r - r a ), 


(106.11) 


我们重新把这个方程写为形式 

△ ("0。 - 备 V ? 2 )=学 H m a (i + 含 + 磬) J( r - 〜). （106.12) 

在完成所有的计算后，我们已将 （106.12) 右边的％换为 






6 


r a — rb 


即除物 # m a 外所有物体产生的场在〜点的势.物体无穷大自势的去除（在 
我们把物体看做类点的方法中），相应于将它们的质量“重正化”，其结果是， 
它们获得了自己的真值，计及了物体本身产生的场 
利用熟悉的关系式 （36.9): 


△ - = —4ji(5(r), 
r 

①实际上，如果总共只有一个静止物体,方程右边就只有 （ SJiAr / c ^ mc ^ r -〜），而这个方 
程就正确地决定了（在二级近 似下） 该物体产生的场. 
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可以立刻得到 （106.12) 的解.于是我 们有： 


2 (p 2( p 2 2 k 


m a^g 3A ： ff^a^a 

00 c 2 c 4 c 4 |r — r a | c 4 ^ \r — r a \' 

rw % rm 认 


m a vl 


方程 （106.10) 的混合分量 给出： 


A / i ⑶ 


16 ji/c 




这个线性方程的解是 G 


4 A : rn a v aa 1 d 2 f 


"£ a < 
2^ U - 


r 一 r a I c 3 dtdx n 


式中 / 是如下辅助方程的解 


A f km a 

〒一？闷 


利用关系 △「= 2/ r , 我们 得到： 


f = - r a \ 


然后，经过简单的计算，我们得到 


2^3 Z j^T][7^aa + (Va - Tl a )n ⑽] 


(106.13) 


(106.14) 


(106.15) 


式中是沿矢量 r - r a 方向的单位矢量. 

表达式 （106.1),(106.13) 和 (106.15) 足以在二阶项的精度下计算要求的 
拉格朗口函数. 

在其他物体产生并且假设是已知的引力场中，单个物体的拉格朗曰函 

数是 


L a = - 


ds 

aC di 


- m a c 2 ( 1 + /loo + 2 h i)t 


_ ii 


+ ^ n (3 




1/2 


①在稳态情形下，方程 （106.14) 右边第 二项+ 存在.在离物体远距离处，它的解通过与方 
程 (43.4) 的解 (44.3) 类比，可以立刻写出 

2 k 

九 Oct = ^3^2 欠 界 ) 

(式中 Af = J r x = Em a r a x v a 足系统 的角动 M ), 与公式 （105.19) 一致. 
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展开平方根并略去不重要的常数项 - m a c 2 , 我们按所需精度将这个表达式重 
新写为 


L a 


m t 


,2 




2 


8 c 2 


c 


2 


^00 . , . 1 » a 3 

-y- + h 0a — + ^^a0V a V a - 


• "00 


.2 


8 


4 c 2 


(106.16) 


这里所有的 / la 值取在点 r a ; 我们必须再次去掉变为无穷大的项，这相当于 
将作为 La 中系数出现的质量 m a “重整化”. 

进一步的计算过程如下.系统的总拉格朗日函数 L 当然不等于个別物体 
拉格朗日函数 L tt 之和，但应当这样来构造，在其他物体运动已知的情形下， 
使它得出作用于每个物体上力 / a 的正确值.为此目的，我们通过微分拉格朗 
日函数 L a 来计箅力 / a: 



(微分是对 / i ifc 表达式中“场点”的巡行坐标 r 进行的）.然后构造总拉格朗 
日函数 L 就容易了，由此通过求偏导数 dL/dr a 就得到所有的力/ 

略 去简单的中间计算，我们直接给出拉格朗日函数的最后结果® : 


L 


E m a vl 3km a Tnbvl ▽ m a ^ ^^ f km a mb 

2 + ^ ^ 2 c 2 r a b + ^ 8 c 2 + ^ ^ 2 r a b 

a 6 a a b 


一 L 一 “ 7 ^ ZC^r a b 一 OC^ 

a a b a 

- EE ' . V b ) + (v a - n ab )(v b n { 

a b 

. -» 9 __ _ _ 


,6)] 


a o 

V s ,^ 2 m a m6m 

x a / ^ / a rk 


式中 r ah = | r a - r b |, n a 6 是沿方向 r a - r 6 的单位矢求和符号上带撇的意 
思是应当去掉 6 = a 或 c = a 的项. 


习 



1. 求牛顿近似中引力场的作用量. 

解： 用来自 (106.3) 的 g ifc ， 我 们从一 般公式 （93.3) 得到 G = 2( Vp ) 2 / c 4 , 
所以场的作用量是 

场加空间密度分布为 p 的物质的总作用量是： 

s = //P? -w -i_ 2 ] dV ^ ⑴ 

①相应 丁这 个拉格朗 fl 函数 的运动方程首先是由 A . Einstein ， L . Infold , B . Hoffmann (1938) 
和 A . Eddington f G . Clark (1938) 得到的. 
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容易验证， S 对 p 的变分给出泊松方程 （99.2), 这是理所当然的. 

能量密度由拉格朗日函数密度 /I ( (1) 式中的被积函教）用通式 （32.5) 
求得，后者在目前情形下化为第二和第三项变号（因为3中不含 v ? 对时间的 
导数）.将能量密度在全空间积分，以 W = v ? A ^/(4 jifc ) 代入第二项并作分部 
积分，最后得到场加物质的总能量形如 



/XV 2 

~1 


8 jik 


( wo 2 


dV . 


因此牛顿理论中引力场的总能量是 W = -( Vv ?) 2 /(8： ifc )®. 

2. 求在二级近似下引力物体系统惯性中心的坐标. 

解： 鉴于引力相互作用的牛顿定律和电磁相互作用的库仑定律形式上完 
全类似，惯性中心的坐标由如下公式 给出： 


R = 




它与§65习题1得到的公式类似. 

3. 求质量相当的两个引力物体轨道近日点的长期移动 （ H . Robertson , 
1938) • 

解： 两个物体所构成系统的拉格朗日函数是 



+^ 2 ) - 7(vi - v 2 ) - (vi - n)(v 2 - n)] - 


k 2 m\rri2(m\ +m2) 
2 c 2 r 2 


过渡到哈密顿函数并从中消去惯性中心的运动（参见§65习题 2) ,我们 得到： 




P 


2 



km \ m 2 p 4 
r 8 c 2 



k 

2 c 2 r 


3p2 (S + S) …㈣ 2 - 



k 2 m\m2{rri\ + m 2 ) 
2 c 2 r 2 


⑴ 


式中 p 是相对运动的动量. 

我们来确定动量的径向分量 Pr •作为变量 r 、 参量 M (角动量） 和# (能 
量）的函数.这个函数决定于方程 # = /( 这里在二阶项中须将 p 2 换成其来 

①为了避免任何误解.我们说，这个表达式并不同于能动賙张量(用 (106.3) 式的计 
算） 的分撤 (- g ) too ； (- gWfc 对 VV 也有 贡献. 




自零级近似的表达 式）： 


二级近似下物体系统的运动方程 
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8 c 2 


3 


4 )( 


2m\rr\2 

mi + m 2 


km \ in 2 


)2( 




Arm i m2 





7712 T72i 

mi 7712 


? 1 2 mim 2 
mi + m2 

■ 


f ^ + km 1 m 2 

r 


k j 2 • k 2 m \ m 2{ m \ + 1712 ) 
2^ Pr+ 2 cV 2 


进一步的计算过程与 §98 中所用的 类似. 从上面给出的代数方程求得 p r 
以后，我们对积分 

s r = j Prdr 

中的变量 r 作变换，使得含 M 2 的项化为 M 2 / r 2 . 然后用小的相对论修正展 
开平方根下的表达式，我们 得到： 






( 参见 （ 101.6) ), 式中 A 和 S 是不必具体计算出来的常系数. 
结果我们得到了相对运动轨道近日点的 移动： 




6nk 2 mfm2 
~ c 2 M 2 ~ 


6itk(mi + m2) 
c 2 ^! — e 2 ) 


与 （101.7) 比较我们看出，对于大小和形状给定的轨道，近日点的移动与物 
本在质量 mi + 7712处于固定中心的场中的运动情形一致 • 

4. 求在绕轴自转的中心物体引力场中作轨道运动的球陀螺的进动频率. 
解： 在一级近似下，这个效应是两个独立部分之和，一部分与中心对称 
场的非牛顿性质有关 （ H . Weyl , 1923) ,而另一部分与中心物体的转动有关 
： L . Schiff , 1960) • 

第一部分由陀螺拉格朗日函数的附加项描述，相应于 （106.17) 中的第二 
项.我们将陀螺每个单元（质量为 dm ) 的速度写为形式 v = V + u ; xr , 式中 
V 是轨道运动的速度， U ； 是角速度， r 是质量元 dm 相对于陀螺中心的径矢 


(所以对陀螺体积的积分 


rdm = 0 ). 去掉与 cj 无关的项，再忽略 w 的二次 


项，我 们有： 


6⑴ L 


3 km , 

2 c 2 


V • a ; x 


dm , 
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式中 J 是陀螺的转动惯量.结果我们 得到： 


6(1)L = ^^ g M，(v ° xn), 

式中 = 是陀螺的角动量. 

由 于中心 物体转动而在拉格朗 日函 数中出现的附加项也 可以从 (106.17) 
得到，但是，用§105习题中的公式（1>来计算它更为 简单： 

式中 M ' 是中心物体的角动量.作展开， 

R n " 




并进行积分，我们 得到： 

6⑺ L = 


k 


c 2 Rl 


{ M - M ; - 3 (n • M )( n - M ，)} 


因此，对拉格朗日函数的总修正是 

^ /r7T)^ Ic 

-m n, n = 二 x v 0 + • M’) 一 M f ) 


2c 2 1^ 


c 2 Rl 


与这个函数对应的运动方程是 


dM 

dt 


f2 x M 


(参见 §105 中习题的方程 （2)). 这意味着，陀螺的角动量 M 以角速度 n 
进动，而大小保持 不变. 


式中 m 7 是中心物体的质量，/? = | i?o + r | 是从场中心到质量元 dm 的距离，/ Iq 
是陀螺惯性中心的径矢.在展开式1//1» l / Zio - n . r /构 中 （n = ^ Ro /馬）， 第 
一项的积分为零，而第二项的积分用如下公式计算 


4J 

/ 

▲ 12 


a 

X 

/ 



第 + = 宣 

I 11 r ■ 

引力波 _ 

§107 弱引力波 

就像电动力学中那样，相对论引力理论中相互作用的传播速度的有限性 
使得与物体没有联系的自由引力场——引力波的存在成为可能. 

现在我们来研究真空中的弱自由引力场，如同§105,引入描述伽利略度 
规的微弱扰动的张量 Ziifc : 

gik = + h , ik . (107.1) 

于是，准确到 / la 的一阶量，逆变度规张 量是： 

gik = g ik (0) _ h ik ^ (107.2) 

而 张量幻 的行 列式： 

g = g (°)(l + / l ), (107.3) 

其中 e / ij ; 所有升高和降低张 M 指标的运算都按照未经扰动的度规 
进行. 

就像§105中已经指出的那样，为小的条件使得作形式为 ： r " = 
为小 ft ) 的参考系的任意变换成为 可能； 在这种条 件下： 

☆ = ( iQ7 . 4 ) 

利用张量/^的这种规范任意性，我们对它加上补充条件 

= 0, \ l>i = (107.5) 

在这之后里奇张量具有简单的形式 （105.11) 


^ik = $ □尨 ifc 


( 107 . 6 ) 
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其中口 表示达朗贝尔 算符: 


□ =―产⑼ 


dx l dx 


= △— 


c 2 dt 2 


条件 (107.5) 仍旧不能唯一地确定参考系的 选取： 如果某些/^满足这些条 
件，那么 （107.4) 式的也将满足它们，只要夕是下面方程 的解： 



(107.7) 


令表达式 （107.6) 等于零，这样我们求得如下形式的真空中的引力场 
方程： 

□/if = 0. (107.8) 

这就是普通的波动方程.因此，引力场也同电磁场一样，以光速在真空中 
传播. 

我们来研究一个平面引力波.在这样的波内，场仅沿着空间的一个方向 
变化； 我们选择坐标轴; r 1 作为这个方向.方程 (107.8) 这时变为 

(1079) 

它的解是 t 土 x / c 的任意函数（见 §47). 

假设波向着: r 轴的正方向传播.由此，所有的 / if 都是< r / c 的函数.辅 
助条件 (107.5) 在这种情形下给出 以-必 = 0,此处符号上的一点表示对 f 
微分.这个等式可以简单地通过去掉微分符号就能积出，积分常数可以设为 
零， 闵为 我们所感兴趣的只是场的可变部分（正如电磁波的情形一样 ） .W 
此，#的各分坫之间有关系式 


^1 = 02 = ^2» ^3 = ^0 = ^0- (107.10) 


正如上文已经指出的，条件 （107.5) 也还不能唯一地决定参 考系； 我们可 
以给坐标施加 x ri =x i ^i i {t-x/c) 形式的 变换； 这些变换可以用来使四个量 
岭?， 分§ ，碑， 分|+碑化为零;从等式 (107.10) 可以推断,这时分 it 此碑 
也化为零.至于余下的量无论怎样选择参考系也不能化为零，因 
为从 (107.4) 可以看出，在带匕 =&( i - a :/ c ) 的变换 " F , 这些分量一般不改变. 
我们注意到4 s W 这时也为零，所以辞=磅. 

因此，平面引力波由 h 23 . h 22 = -/ 133 两个量所决定.换句话说，引力波 
是横波，波的偏振为 M 平面内的二阶对称张量所决定，这个张量的对角线的 
分量之和 "22 +九33为零.选取九23和（办22 - "33)/2 这两个量的其中之一不为 
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零的两种情况，我们可以得到两个独立的偏振.这样的两个偏振之间的区別 
是在平面内旋转 ji /4 的角度. 

我们来计算平面引力波里的能动赝张分量沪是二阶 小量； 我们必须 
在忽略更高阶项的条件下算出它们.由于当=0时行列式 g 与 g (G) = -1 的 
区别仅仅是二阶最，所以在通式 (96.9) 中可以规定 0 认，|3#%«-/1'/.对 
于平面波而言，中的所有的非零项都包括在下面的项中 


该项包含在 （96.9) 式的花括号中 （ 只要选择伽利略参考系的一条轴作为波的 
传播方向就能容易地证实这一点）.这样一来 


= 


C 


32 jifc q 


hH k • 


(107.11) 


波里的能流由物理量 - cgfM 确定.在沿轴 o : 1 传播的平面波中， 

非零的量 7 l 23 和 / l 22 = ~/ l 33 只依赖于 xjc .、 这个能流的方向沿着同一个轴 
X 1 并且等于 

= 略 + 去“-‘) 2 . (107.12) 

任意引力波场的初始条件应该由坐标的四个任意函数 给定： 由于波的横 
波特性，总共只有两个独立的分母 h n!3 , 除此之外还应该给定它们对时间的 
一阶导数.尽管我们在这里进行的计算是以弱引力场的性质为出发点，但很 
明显，它的结果——数目4——不可能依赖于这些前提条件，并适用于任何 


白由的，即与引力质量无关的引 力场. 


习 



确定弱平面引力波里的曲率张量. 

解： 按照公式 （105.8) 计算 R iklm ,得到下列不为零的分量： 


— ^0202 = ^0303 =—尺1212 =尺0212 = ^0331 = ^3131 = ^ 


只0203 = 一尺 1231 = 一尺 ()312 = ^0231 = "， 


其中有下列符号 表示： 


A A. 

O = --^33 = 2 ^ 22 , ^ 


2 


"23- 


利用 （92.15) 式引入的三维张量乂邸和 B 邰 ， 我们有 

/o 0 o\ /o 0 


^ Ckl 3 


0 —a fi 
0 /i a 




0 




0 fi 

yo a 


o 
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适当地旋转坐标轴: r ' 2 , a : 3 能够将 a 或 / i 的其中之一变为零（在四维空间中的 
给定的一 点）； 量 a 变为零时，我们就把曲率张量化为简并的彼得罗夫 n 型 
(N 型 ）. 

§108弯曲时空内的引力波 

就像我们在平直时空的“背景”下研究引力波的传播那样，可以考察相 
对于任意（非伽利略的）“未扰动”度规 g 义 的微小扰动的传播.顾及到某些 
其他可能的应用，在这里我们将必要的公式写成最一般的形式. 

再次将办 t 写成 (107.1) 的形式，我们求得通过修正值表达的克里斯 
托夫符号的一阶 修正： 

4 (1) = (108.1) 

这一点可以通过直接的计算得到确认（这里和下面所有的张 S 运算 升降 
指标，协变微分——都借助于非伽利略度规 g ⑵进行）.对于曲率张 M 的修 
正值我们 得到： 

^klm - + Kn , k,l - ^km ； * ;l - - h l , k,m + h kl ；， : m )- (108.2) 

由此可得里奇张量的修 正值： 

3+ ^ k \ v,l ~ 1 \l ~ (108.3) 

里奇张量的混合分量的修正值可以从下面的关系式 得到： 

圮(°) + 圮⑴=(邱)+ 剛 - #)， 

由此 

^ (1) = - h kl R ^. (108.4) 

真空中的精确度规应该满足精确的爱因斯坦方程 /^ A ： = 0. 由于未扰动 
度规^>满足方程尺^=0,那么对于扰动得到方程7^=0,即 

"!;*:;/ + ^ k ; i;l ~ ^ ;l ~ ― 0. (108.5) 

在任意引力波的一般情况下，将这个方程简化到类似于 (107.8) 的形式 
是不可能的.然而在高频波这一重要情况 F 可以做到这 一点： 波长 A 和振动 
周期 A / c 与表征“背景场”变化的特征距离 L 和特征时间 L / C 相比是小 tt . 
和末扰动度规 g 以 的导数相比，分址/^的每次微分 M 级都会提高一 个闽子 
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L / X . 如果将精度限定在两个最卨阶的项 （(1/ A ) 2 和 ( L / X )), 那么在 （108.5) 
中我们可以交换微分的 顺序； 实际上，差值 

h\ ;k ,i - h\. M « /4丑 似 一 h^R m mki 

具有 （ L / A ) u 阶，而表达式和中的每一个都包含两个更高阶的项. 
现在给规定一个补充条件 

</b = 0 (108.6) 

(类似于 (107.5)), 我们得到方程 

h ik -I = 0, (108.7) 


它是方程 (107.8) 的推广. 

根据在§107节中指出的原因，条件 (108.6) 并未唯一确定坐标的选取. 
对后者仍可以施加变换: r " = + 其中小坫 f 满足方程= 0. 这些变 
换可以特别用来给/1认规定条件 /i e h] = 0. 耶么辨= /if ,于是 /if 符合条件 

h^ k = 0, h = 0 . (108.8) 

在这样的规定之后，容许的变换就归结为条件 ^ ；i = 0. 

一般说来，赝张 M 沪除了包含未扰动部分也包含的各阶项. 
如果我们考察在四维空间的一些区域上求平均后的并且这些区域的尺 
寸与 A 相比很大，而与 L 相比很小，耶么我们会得到类似于 （107.11) 的表达 
式.这样的平均（下面用尖括号表示〈•••〉）不会影响却会使得关于快速 
振荡敁 hit 的所有线性项变为零.二次项中我们只保留那些关于 1/ A 的最商 
(二） 阶项； 这就是关于导数= dh ik /dx l 的二次项. 

在这样的精度下， t ifc 中所有的表现为四维散度的项可以被忽略.实际上， 
对这样的表达式沿四维空间的区域（求平均的区域）的积分按照高斯定理进 
行变换，结果会导致它们关于 1/ A 的 W 级减少 1. 除此之外，在分部积分之后 
按照 （108.7) 和 （108.8) 式化为零的那些项也会消失.于是，进行分部积分并 
且忽略对四维散度的积分，我们 得到： 


,n/if* n ) = -(h u h^) = 0. 


结果从所有的二阶项中仅剩下 




(108.9) 
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我们指出，在这种情况下，以同样的精度，<^ (2) 〉 =0. 

引力波具有一定的能量，它本身成为某个附加引力场的源.这个场同产 
生它的能—起是关于心 A : 的二阶效应.但在高频引力波的情况下这个效应 
有实质性的加强 ：事实 h ，赝张量沪是的导数的二次式，这会将一个大 
的因子 A - 2 带入它的 W 级中.在这种情况下可以说，引力波本身产生了背景 
场，它们就在这个背景场上传播.按照上面的描述，在四维空间内尺度远大 
于； V 的区域求平均后，可以方便地对这个场进行研究.这样的平均运算抹平 
了短波的“涟漪"，产生了缓慢变化的背景度规 （ R . A . Isaacson , 1968). 

为了推导确定这个度规的方程，在张贵亿的展开式中应该不仅要考虑 
线性项，还要考虑关于的二 次项： + R ^. 正如已经指出 
的那样，求平均运算不会影响到零阶项.这样一来，平均后的场方程 〈凡 0 =0 
具有如下 形式： 

RT = -〈戒)》， (108.10) 

并且在中只应保留关于 1/ A 的二次项.它们可以容易地从恒等式 (96.7) 
得到.这个恒等式的右边具有四维散度的形式，从这个恒等式右边产生的关 
于 h lk 的二次项在求平均的时候会消失（按照考虑的精度），这样一来，可以 
得到 

〈(护々0一 字严》 

或者， 由于⑽ 2) >=0,按照同样的 精度： 

此 2 )》= - 竽〈必 • 

最后，采用 （108.9), 我们最终得到方程 （108.10) 的下列 形式： 

42) = (108.11) 

如果“背景”完全由波本身建立，那么方程 （108.7) 和 （108.11) 应该联 
立求解.对方程 （108.11) 左彳 :两边 表达式的估算显示，在这种情况下背景度 
规的曲率半径 的数摄 级 L , 波长 A 以及它的场的数 lit 级 h 之间可以按照关系 
式 L - 2 〜 / i 2 / A 2 , 即 A / L 〜 / I 联系 起来. 


§109强引力波 

本节将研究爱因斯坦方程的一种解，这种解是平直时空里的弱平面引力 
波的推广 （ I . Robinson f H . Bondi , 1957) • 
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我们将寻找这样的解，在其中度规张谩的所有分 W 在适当的参考系选取 
下仅仅表现为单个变 M 的函数，我们把这个变 ft 称做: r G (但是并不预先确定 
它的特点）.这个条件允许进行下列形式的坐标 变换： 

x a — x tt + v ? Q Or 0 )， (109.1) 

x ° ^°{ x °), (109.2) 


其中为任意的函数. 

这个解的特性本质上依赖于我们能否通过三个变换 (109.1) 使得所有 
的 go 。 归零.可以做到这一点的条件是行列式|心剷 /0. 实际上，在进行变 
换 （109.1) 时助《 — / (其中符号上方的点代表对 rr G 微 分）； 当 

\gafl\ # 0时方程组 

gOa + ga0^ = 0 

就确定了能够实现所要求变换的函数 〆 *(/). 这种情况将会在§117中进行研 
究； 这里我们只对这样的解感兴趣，其中 

\g a0 \ = 0. (109.3) 

在这种情况下不存在这样的参考系，在其中所有的 =0. 然而，作为 
替代，采用4个变换 （109.1),(109.2) 可以使得下列各式得到 满足： 


g 01 = 1 ， goo = g02 = g03 = 0. (109.4) 

在这种条件下变量 / 具有“类光”的特 征：当 d # = 0, d # / 0时，间隔 
d 5 = 0; 以这种方式选取的变量/在下文中将表示为 X Q = 7/ . 在条件 (109.4) 
下，线元可以表示为如下 形式： 


( is 2 = 2 dx ] drf + + g tl dx x )( c 1 t /> -f g b dx l ). (109.5) 


在本节里，此处和下文中指标 〜& 〆 ,••• 的取值范围为 2,3; g « b (7/) 可以看做二 
维张 W :， 而 g a ( r /) 两个量是二维矢量的分 fi . 量的计筲会导致下面的场 
方程 

Rab = ~gacg C gbdg d = 0 . 


由此可以得出， gacg c = 0或者 f = 0，即= const • 利用变换: r a + g ° x l —► x 
可以将被研究的度规转化成下面的 形式： 


ds 2 = 2cLe 1 c1t; + g a b(rj)dx a dx b . 


(109.6) 
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这个度规张量的行列式- g 与行列式 | g a 6 | 相同，在所有的克里斯托夫符 
号中只有下面的几个不 为零： 



其中我们引入了二维张量 ^ a b = g ah ^ a = g hC >< ac . 从里奇张 M 的所有分景中 
R 有 Rw 不恒等于零，于是我们有方程 


^00 = — 2^0 ~ = 0- (109.7) 

这样一来，三 个函数 g 22 (7/), g 23 ( r /)， g 33 (7;) 总共只应该 满足一 个方程.因 
此它们其中的两个可以任意给定.为方便起见，将方程 （109.7) 表示成另一种 
形式.首先将 g ab 写成下面的形式， 



(109.8) 


于是行列式 - g =| g „ 6 | = X 4 , 将其代入（109.7)，在简单的变换之后给出 

X + = 0 (109.9) 

(7 a 6 是二维张量，是的逆张量）.如果给定任意的函数7&沩）（相互之间 
通过关系式 |7« b | = l 联 系）， 就能由这些方程确定函数 Xirjb 

这样一来我们得到包含两个任意函数的解.容易看出，这个解是§107研 
究的沿着一个方向传播的弱平面引力波的推广如果进行下面的变换 


t + X 1 t — X 

" = 1， 

并且令 7 a 6 = 6 ab + hab (”) (其中 々 ab 是符合条件^22 + "33 = 0的小童）和 X = 1 
就可以得到弱平面引 力波； 如果忽略其中的二阶小最的项，则常数值 X 满足 
方程 (109.9). 

假设有限尺度的弱引力波 （ “波包”）通过空间的某一点 a ：. 在开始通过之 
前我们有= 0, x = 1 ;在引力波完全通过之后再次有 hab = 0, d 2 x/dt 2 = 0, 
但是考虑方程 (109.9) 中的二次项会导致出现不为零的负值 d X /dt : 





dt < 0 


(积分范围是波的通过时间）.闪此在波通过之后将有 x = 1 -const 并且 
经过一有限时间间隔后 X 会变号.但 X 变为零就是度规行列式 g 变为零，即 

①变 M 数史多、性质类似的解可以参考 I. Robinson* A. Trautman//Phys. Rev. Lett. 1960. 
V. 4. P. 431; Proc. Roy. Soc. 1962. V. A265. P. 463. 
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度规中的奇异性.然而这个奇异性在本质上并不是物 理的； 它只与被通过的 
引力波“损坏”的参考系的缺陷有关，并且这个缺陷可以通过适当的参考系 
变换来 修复； 在引力波通过之后时空实际上又重新成为平直的. 

这一点可以直接予以证明.如果变量7?从它对应于奇点的值起测度，那 
么 X = r h 于是 

ds 2 = 2 d ?; dx 1 — 7] 2 [( dx 2 ) 2 + ( dx 3 ) 2 ]. 


作变换 


之后我们得到 




y 2 ^ z 2 

2r/ 


ds 2 = 2ch/d dy 2 — dz 2 , 


再作代换 T ] =+ X 、 j 札〔= 、t - X ) I 收 最终导出伽利略形式的 度规. 

引力波的这个性质（虚假奇异性的产生）当然与波的微弱性无关，它是 
方程 （109.7) 的通解本质上所具有的 性质； 就像已经研究的例子，在奇异性 

附近 X 〜々，即一 g 〜 7/ 4 ®. 


习 



求使下面形式的度规 

ds 2 = dt 2 — dx 2 — dy 2 — dz 2 + f(t — x 、 y ， z)(dt — dx ) 2 


成为真空中的爱因斯坦场方程严格解的条件 （ A . Peres , I 960). 

解： 在坐标 w = = (f + a :)/ v ^， y ，2 中最容易计算里奇张量， 

在其中 

ds 2 = — dy 2 — dz 2 4- 2 dudv + 2 f [ u ， y ， z ) du 2 . 


除了 g 22= g 33 = —1 之外，只有下列度规张量的分量不为零 ： guu = 2/， 訃 v = 
1；在这种情况下= -2 f . g uv = U 而行列式 g = —1. 按照 (92.1) 进行直接 
计算，针对不为零的曲率张量的分量，给出下列 结果： 


R 


yuyu — 


d 2 f 

dy 2 、 


R 


zuzu 


d^l 

dz 2 ' 


Ryuzu = 


d 2 f 

dydz 


里奇张量唯一的非零分 量是： = △/, 其中 A 是关于坐标 y ， 2 的拉普拉 
斯算符.这样一来，爱因斯坦方 程是： △/ = (), 就是说，函数/(纟 一0：，2/，2) =0 
应该是关于变量2/, 2的调和函数. 

① W 以完全借鉴§97节中在同步参与系内类似的 H 维方程的方法,借助 P 方程 （109.7) 宋 
说明这一 点. 如間那 驵所 说，虚假奇异性的产 生与坐 标线的交义有关. 
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如果函数/不依赖于 y , 2或者和这些变量是线性关系，那么场就不存 
在——时空是平直的（曲率张量为零）.关于的二次函數 

f(u,y,z) = yzfi{u) + -(y 2 - z 2 )f 2 {u) 

对应向: r 轴的正方向传播的平 面波； 实际上，曲率张量在这样的场中只依赖 
于 t — X : 


^■yuzu ~ 一 fl ( ^ ) » ^yuyu ~ 一 ^zuzu ~ _ «/* 2 ( 從 ). 

对应于波的两个可能的偏振，在这种情况下度规包含两个任意的函教 Mu ) 
和 /2( W ). 

§110引力波的辖射 


我们下面来研究一个运动速度比光速小很多的物体所产生的弱引力场. 
由于物质的存在，引力场方程将不同于简单的波动方程 口 /ifsO (107.8), 
其差异在于等式右边有来 ft 物质的能 M 动敁张域的项.我们将这些方程写成 

㈣ =字汐， （110.1) 

其中我们引入了对于这种情形更便利的量 


^ = h l [- 


来代替 / if , 而 Tf 则用来标记辅助量，从严格的引力方程出发，作弱场近似就 
会得到这些不难证明，分 M 4和4可以直接从相应的分 M rf 得来，只 
需从巧中取出我们感兴趣的量级的量 即可； 至于分量它们除了包含从 
得来的项外，还包含从- 6^ R / 2 得来的二级 小设的 项①. 


^ 满足条件 (107.5) d ^/ dx k =0. hK (110.1) 可以推断,同样的方程对 
于计 也 成立： 



( 110 . 2 ) 


这个方程在这里就代替了普遍关系式7^ = 0. 

借助于得到的方程，我们来研究运动的物体以引力波的形式辐射的能量. 
这个问题的解决需要确定在“波区”的引力场，就是在距离远大于辐射波波 
长之处的引力场. 


①从方程 （1 UU ) "〖以冉次得到在§106节中使用过的针对物体远处的弱恒定场公式 （106.1) 
和 (106.2). 在一级近似中，我们可以略去含有对时问的二阶导数的耶些项（含有 1 / c 2 的那些 
项），而在 rf 的所有分 M 之中只保留 rS = fie 2 . 方程=()，△《= I 6 nk ^ i / c 2 在无穷 
远处变为零的解为= 0， V ^ = O^o = #/ c 2 , 其中 V 是牛顿引力势，参考方程 （99.2) • 由此对 
于张 M /if = < -如 f /2 得到值 (106.1), (106.2). 
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原则上，所有的计算完全与对电磁波所作的计算相似.弱引力场的方程 
(110.1) 在形式上与推迟势的方程 （§62) 完全一样.因此，我们立刻能够写出 
它的通解 如下： 

^ = - 5/ (H0.3) 

既然体系内的所有物体的速度很小，那么，我们就能够写出与体系相距 
甚远之处的场（见§66和 §67)： 

-為 J ( rht - Ro / cdV , (110.4) 

其中，是到原点的距离，原点被 选抒在 体系内的任意一点.为简单起见， 
此后我们将略去被积函数内的脚标 t - ilo / c . 

为了计算这些积分，我们利用方程 （110.2). 降低今的指标，分开空间 
和时间分量，我们将 （110.2) 写成 

dx ^ -°* (U0 . 5) 

用 V 乘第一式，然后对整个空间积分，则得 

loj 一 = J = / 笔収 - 卜， 

㈥ 为在 X 穷远处 Ta = 0,右边的第一个积分在经过高斯定理的变换后消失. 
将余下来的方程与它交换指标后得到的方程相加，再取半，我们便求得 

J r Q0 dV = ~\-^o J ( r «o^ + T 0o x a )dV. 

接下来，用乘 （110.5) 中的第二个方程，然后再对整个空间积分.相似 
的变换导出 

J T Oo x Q x 0 dV = - J (T aO x 0 T0 O X a )dV. 

将所得的两个结果加以比较，我们求得 

JT a0 dV = ^ (^ j ) 2 / roox a x 0 dV . (110.6) 

因此，所有的积分可以表为仅包含分 fi Too 的积分.但是这些分 
就像上面指出的那样，等于能最动敁张最的相应的分量 Too , 并且可以以足 
够的精度写出（参考 (99.1))： 


7"00 = • 


(110.7) 
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将它代入（110.6)，并且引入时间 f = : r G / C , 将 (110.4) 改写成如下形式 


, 2 k d 2 

Va0 = ~^ dt ^ 


/〆 ⑽ • 


( 110 . 8 ) 


在与物体体系相距甚远之处，我们可以认为波（在不大的 空间区 域内） 
是平面波.因此，利用 （107.12) 式我们可以计算出体系辐射的能流，例如沿着 
X 1 轴方向的能流.在这个公式内只包含分量 / l 23 = 分23 和 h 2 2 - *33 = ^22 - ^33 - 
从 （110.8), 我们求出它们的表达 式：① 


2 k 


2 k 


"23 = ~ 3c^Rq ^ 23 ' ^ 22 _ ^33 = — ^ ( ^>22 一 ^ 33 ) 


(110.9) 


(符号上的一点表示对时间微分），此处我们引入了质量的四极矩张量 （99.8): 


D a p = J ^ i (3 x a x () - r 2 S a ( )) dV . 
结果我们求得沿着 X 1 轴的能流 如下： 

技 10 = k 

36 JCC 5 用 



( 110 . 10 ) 


( 110 . 11 ) 


在该方向单位立体角上的能流可通过对上式乘以埯 do 获得. 

这个表达式中的两项对应于两个独立偏振的波的辐射.为了将它们写成 
不变的形式（不依赖于辐射方向的选择），我们引入平面引力 波的三 维单位 
极化张姑^/3,这个张坫确定分域/1^中到底哪些不为零 (在 h ik 的这个规范 
中，办= "00 = /i = 0) - 极化张 M 是对称的，并&满足条件 


eof a = 0， = 0, = 1? (110.12) 

其中 n 是沿波的传播方向的单位 矢量； 头两个条件表达了波的张 ft 性和横波 
特性. 

借助于这个张 M , 立体角 do 上给定偏振的辐射强度可写成如下形式 

d /= ^^( Da 0 e a 0 ) 2 do . (110.13) 

由于横波条件 e a 0 TL(i = 0,这个衣达式隐欠地依赖于方向 n . 所有偏振的 
总的角分布可以通过对 （110.13) 按偏振求和来获得，或者等价于对偏振进行 

①张垃 (110.8) 不满足推导出公 A (107.12) 的那 些条件.然而将化为所要求的规范形 
式的参考系变换不会影响到这里使用的分垃 (110.9) 的值 • 
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平均，再将结果乘以 2( 独立偏振的数 0). 求平均通过下面的公式 实现： 

一 (i^'y^cxS 0*y ^*<5 ^ct^y ) — 

SapS^ + {^a^06 + Sp^Sas)} ( 110 . 14 ) 


(式子的右边是由单位张敏和矢 M n 的分量组成的张量，它具备所要求的指 
标对称性，按指标对《，7和/?, 5进行缩并时给出1，在与 n 求标量积后变为 
零）.结果我们 得到： 


dl 


k 


36 jic 5 




do . 


( 110 . 15 ) 


沿所有方向的总辐射，即系统在单位时间内的能 M 损失 (- d ^/ dO , 可以 
通过将 cU / do 对所有方向 n 求平均值，然后将所得的结果乘以 4 ji 得出.利用 
§71第1个脚注中的公式，就很容易进行求平均值的计算.得到能量损失的公 
式如下 （ A . 爱因斯坦， 1918)： 


d (^ k “2 
'dt = 45^ Da(3 


( 110 . 16 ) 


我们指出，引力波的辐射是关于 1/ c 的五次方效应.一般说来，这一事实 
与微小的引力常数 A : —起导致这种效应是极其微弱的 • 


习 



1. 两个物体按照牛顿定律相互吸引，并绕着共同的惯性中心作圆周运 
动.求引力波辐射的平均强度（在一个转动周期内）及其偏振和方向的分布. 
解： 选取惯性中心作为坐标原点，对于两个物体的径矢，我 们有： 

7712 mi 

r\ =- r, t*2 =- r = r\ — 

m\ + m2 mj + m2 

张量 D a 0 的分量是 （假设 j ： y 与运动平面重 合）： 

D xx = fir 2 (3 cos 2 jp - 1), D yy = "r 2 (3sin 2 V， - ”， 

D xy = 3/ir 2 cos xl) sin ip, D zz = —/ir 2 ， 

其中 p = 7 Tl \ in 2 /(lTli + m2 ) , 0 是矢量 r 在： n / 平面上的极角 • 在圆周运动时 
r = const ,而 

Tp = r -3 / 2 y/k(m\ + m2) = uj. 

利用球面角（极角 0和方位洧 cp ) 和垂直于运动平面的极轴2来给定方 
向 n . 我们考察两个偏振，对于它们：1 ) e # = 1/\/2, 2) ego = — e ^ = l /\/2. 
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将张量 D a 0 投影到球面单位矢量和 e # 的方向上，按照公式 （110.13) 计 
算并对时间求平均，结果对这两种情况以及总合/ = /! + / 2 我们得到： 


dl \ _ kfi 2 u 6 r 4 
do 2 JIC 5 

d 7 

do = 

然后沿方向积 分后： 


• 4 c 。 以， ^ = ^ W (1+ cos 2^ 

do 2 JIC 5 

+ 6 cos 2 沒 + cos 4 

2 JIC 5 


_ j _ 32 A :/ i 2 u ; 6 r 4 _ ^2 k A m \ m \( rri \ + m2 ) /i _ 5 
df 5 c 5 _ 穿 

(若只计算总的强度当然应当使用 （110.16)). 

辐射系统的能量损失导致两个物体逐渐（长期的）靠近.因为€ = 
— kmim 2/2 r $ 那么靠近速度是 


. 2 r 2 64 A : 3 mim 2 (mi + m2 ) 

T = - = - ； - 

km \ m2 5 c 5 r 3 


2. 求两个沿椭圆轨道运动的物体组成的系统以引力波形式辐射的平均 
能量（对一个转动周期求平均） （ P . C . Peters , J . Mathews ) ®. 

解： 区别于圆周运动情况，距离 r 和角速度沿着轨道按下面的规律 变化： 


——— — =1 + ecos 汐， ^ = -4[ A:(mi + m 2 ) a(l - e 2 )] 1/2 , 
r ul t* 

其中 e 是偏心率，而 a 是轨道的半长轴（参考本教程第一卷 §15). 使用 
(110.16) 进行相当长的运算得到 

- 菩 =+ e cos V-) 4 [12( 1 + e cos ^) 2 + e 2 sin 2 x^\. 

对一个转动周期求平均时使用对的积分替换对 d < 的积分，导出如下 
结果： 


_ 32A: 4 m?m!(mi -f m 2 ) 1 ( 73 2 37 4 \ 

dt 5 c 5 a 5 (1 — e 2 )" 2 L + 24 e + 96 e J 

我们注意到辐射强度随着轨道偏心率的增加而快速增长. 

3. 由稳态运动的物体组成的系统辐射引力波，求该系统角动量的平均（按 
照时间）损失速率. 


①关丁 •这个轴射的角分布，偏振分布和谱分布可参名 Phys . Rev . 1963. V . 131. P . 435. 
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解： 为了便于书写公式，我们将物体系统临时看做是由一些离散的粒子 

组成的.系统能量的平均损失速率可以认为是作用在粒子上的“摩擦力”/所 

做的功： _ 

d # - 


dt 


( 1 ) 


(给粒子编号的指标没有写出）.那么角动量的平均损失速率可以这样 计算： 


dMa 


dt 


( r x f)ck = 


( 2 ) 


(与公式 （75.7) 的推导进行比较）.为了确定/我们写出 


d £ 

cU 


k . k 

Da^DaP = ~ 


45 c 5 


45 c 5 




(使用了对时间的全导数的平均值等于零这个等式）.将 Dap = Y 1 rn (3 x a Vff + 
- 2 r • vJm ) 代入此式并且和 （1) 进行比较，我们得到 


fct = 一 


2 k 


15 c 5 


D^mxp. 


将上式代入 （2) 可导出 结果： 


dM 


2 k 


D y s = - e a ^ 7 Dpf> D 1 s - 


2 k 


dt 


(3) 


4. 针对两个沿椭圆轨道运动的物体组成的系统，求其在单位时间内平均 
损失的角动量. 

解： 使用上一习题的公式 （3) 进行计算，类似于习题2中的推导，可得 
到 结果： 


dM z 32fc 7/2 m?m| y/mi + m2 


dt 


5cV/ 2 


(1 


- ^2\2 


+ 8 6 


2 


对于圆周运动 （e = 0), # 和 M 的值由 # = Mu ； 联系，这也是它们之间 
应有的关系式. 




第十四章 

相对论宇宙学 


§111各向同性空间 

广义相对论开辟了在宇宙学尺度上研究并解决宇宙性质问题的新途径. 
由此产生的新奇的可能现象是与时空的非伽利略性质相联系的（由爱因斯坦 
首先在1917年指出）. 

这些可能现象更本质的意义在于，牛顿力学在这里会遇到矛盾的结果， 
这些矛盾在形式足够普遍的非相对论理论范序 1内是不能绕过的.譬如说，平 
直的（在牛顿力学中就是这样）无穷大空间被任意分布、在任何地方都不会 
消失、具有一定平均密度的物质所填充，耶么当用牛顿力学公式计箅其中的 
引力势时，我们会发现在每一点的引力势都趋向无穷大.这会导致作用在物 
质上的力为无穷大，就是说，导致悖论. 

在着手系统地逮立相对论宇宙学模型之前，我们对作为出发点的基本场 
方程作下列说明. 

在§93中给出了作为确定引力场的作用量所需满足的条件，在给标量 G 
加上一个常数项之后，该条件仍旧能得到满足，就是说，令 

卜 ▲/( "， 

其中乂是一个新的常数（带有镦纲 cm" 2 ) . 这样的改变会导致爱 W 斯坦方程 
中出现一个附加项 Agik : 

1 _ Snk_ 

Rik - ^Rgik = —^Tik + Ag^. 

如果赋 T “宇宙学常数 ” /I 一 个很小的值，那么这个项的出现对于不太大的 
时空区域内的引力场将不会造成显著影响，但是会导致新类型的、或许能够 
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在整体上描述宇宙的“宇宙学解”的出现 ®. 然而，在当今时代，对于基本理 
论方程在形式上的这种改变，无论在观测方面，还是在理论方面，都没有任 
何坚实的和令人信服的根据.我们强调，这电所说的是具有深刻物理涵义的 
改变： 向拉格朗 u 函数的密度中引入根本不依赖于场的状态的常数项，这意 
味着给时空赋予一个原则上不 " n 肖除的曲率，这个曲率既与物质无关，又与 
引力波无关.因此，本章中 所存以 下的叙述都是基于“经典”形式的爱闪斯坦 
方程，而不考虑宇宙学常数， 

众所周知，恒星以非常不均匀的形式分布于空间 它们集中在分立的 
恒星系统（星系）中.但是在“大尺度”上研究宇宙时，应该忽略物质在恒星 
和星系中聚集而引起的“局部”非均匀性. w 此，质量密度应该理 解为： 在线 
度大于星系之间距离的空间区域内的平均密度. 

以下 (§111 §114) 研究的爱因斯坦方程的解被称作各向同性宇宙模型 
(由 A . A . 弗里德曼在1922年首先发现），是基于物质沿空间分布的均匀性 
和各向同性的假定.现有的天文学数据与这种假定并不矛盾并且从现有 
的一切证据可以认为，各向同性模型大体 il 不但对现在的宇宙能够给出适当 
的描述，而且对宇宙过去的演化过程中的相当一部分也是如此.我们在下文 
将看到，这个模型的基本性质是它的非稳态性.毋庸置疑，这个性质（“膨胀 
的宇 宙”）能够对宇宙学的基础问题——红移现象给出正确的解释 （§114). 

同时可以明白，关 于宁宙 的均匀性和各向同性的假定就其自身的本质而 
言，不可避免地只能具有近似的特点，闽为在过渡到更小的尺度时，这些性 
质必然会被破坏.关于宇宙的非均匀性在宇宙学问题的各个方面中可能起到 
的作用这个课题，我们将在§115 — §119节中讨论. 

空间的均匀性和各向同性意味着能够选杼这样的世界时间，使得在它的 
每一时刻，空间的度规在所有的点上和在所有的方向上都是一样的. 

首先我们来研究各向同性空间的度规本身，暂时不考虑它与时间可能有 
的依赖关系.如同我们在前文中的做法，将5维度规张 M ： 表示为％^ ,就是说， 
将空间距离元写成如下 形式： 


dl 2 = f y Q ^dx a dx^. ( 111 . 1 ) 

空间的曲率完全由空间的三维曲率张 M 所决定，我们将它记作以 
区别于四维张量在完全各向同性的情况下，张 W ： 显然应当只用 

① 其中会出现稳态解， iru ^ / = o 时则不存在这些稳态解.正是出于这个 H 的，爱 w 斯坩 

引人了 “宇宙学项”，这个情况发生在弗里德曼发现场方程的非稳态解之前 一一 见下文. 

* 高红移超新星的观测显示宇宙正在加速膨胀，为/ I 不等于零或性质未知的暗能 tt 存在的 
可能性提供了新的证据，参见 S . Perlmutter . et al ., 1997. 中译注 

② 这里指的是关于星系在空间中的分布数据和背镜射电辐射各向同性的数据. 
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度规张量来表示.因此，从自身的对称性很容易看出，它应当有下面的 
形式 

_ ( 111 . 2 ) 

其中， A 是某一常数.相应地，里奇张 M = P 2 …等于 

Pa 0 = 2 A 7 a/?j (111.3) 

而曲率标量 

P = 6 A . (111.4) 

这样一来，各向同性空间的曲率特性仅用一个常数来决定.与此相应， 
对于空间度规总共可能有三个重要的不同情形：（1)所谓恒定正曲率空间（与 
正的 A 值相应 ），（2) 恒定负曲率空间（与 A <0 的情形相应），（3)零曲率空 
间（与 A = 0 的情形相应）.最后一个当然是平直空间，即欧氏空间. 

为了研究度规，最便利的是从几何的相似出发，将各向同性的三维空间 
的几何看做是一个在假想的四维空间内、已知其为各向同性的超曲面上的几 
何®.这样的曲面是一个超球；与它相应的7维空间是恒定正曲率空间.四维 
空间 x u x 2 , x 3 l x 4 内半径为 a 的超球的方程 如下： 

xf + Xj + X3 -f = a 2 ， 

在其上的线元可以表示为 

d / 2 = dxj + dx ^ -f da ?! 4- dx \. 

将以，: r 2 ，: r 3 看做是三个空间坐标，利用第一个方程，从 d / 2 中消去假想 
坐标: r 4 , 我们得到空间距离元 如下： 

d / 2 = dx ? + dxl + dxi -f (111.5) 

(X^ — Xj 一 3^2 一 X 3 

从这个式子不难计算 (111.2) 中的常数 A . 既然我们早已知道在整 
个空间都有 （111.3) 的形式，那么，只须计算它在原点附近的一点上的值就 
够了，在这一点上，等于 

, r m x 

= dot/3 + o~• 

a z 

因为的一阶导数，从而量(比较 §88 节，习题 1) 对应于度规 

的三维克里斯托夫符号 在坐标原点为零，所以根据通式 （92.7) 来计算是 
很简单的，结果得到 

A = 4 - (1116) 

a z 

①这个四维空间应该理解为与四维时空没有关系. 
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我们可以称 a 为空间的曲率半径.引入相应的“球”坐标来代替 
坐标 A ，: r 2 ， rr 3 . 这时，线元的表达式将有如下的 形式： 



dr 2 

1 — r 2 / a 2 


+ r 2 ( sin 2 6 d < p 2 4 - d ^ 2 ). 


(111.7) 


坐标原点当然可以选择在空间内任何一点.在这些坐标中，圆的周长是 2 jtr , 
而球的表面积是 4 nr 2 . 圆（或球）的“半径”等于 

dr • r 

/ ―, — = = a arcsm —， 

Jo \/1 — r 2 / a 2 a 


即大于 r . 因此，在这个空间中，圆周与半径之比将小于 2: t . 

如果用“角度” X 按照 r = (X 的变化范围是从0到 JT ) 的关系来 

代替坐标 r ， 就能得到一个四维球坐标①，于是就可以写出 d / 的另一个便利 
的形式： 

dl 2 = a 2 [dx 2 + sin 2 x(sin 2 6d<p 2 + d^ 2 )]. (111-8) 


坐标 X 度量到原点的距离，这个距离为 ax . 在这些坐标中的球的表面积是 
Wsin 2 ^. 我们看出，当我们从坐标原点离开时，球的面积随之而增加，当 
距离原点皿/2时，球的面积达到了最大值 4; m 2 . 此后，这个面积开始减小, 
在空间的“对立极点”，与原点相距为 Jm (在这样的空间内它是一般可能存 
在的最大距离），球的面积化为一点（所有这些，只要我们注意到坐标 r 不能 
取大于 a 的值，就可以从 （111.7) 看出）. 

一个有正曲率的空间的体积等于 


由此可得 


r2：l rJl r7l 

V = I I / a 3 sin 2 x Sln 0 d \ d 0 dif ^ 
Jo Jo Jo 


V = 2 jiW 


(111.9) 


因此， 一 个有正曲率的空间是“自封闭的”，它的体积是有限的，但是，不言 
而喻，它没有边界. 

值得指出，在封闭空间中，总电荷必须是零.事实上，在一个有限空间 
中，每个封闭曲面在它 a 身的两边都包_着空间的一个有限区域.因此 ，一 
方面，电场经过这个曲面的通量等于在这个曲面内的总电荷，而另一方囲, 

①笛卡儿坐标 Xi , X 2,^3,^4 四维球坐标 0 % ifi , \ 柯 下面的关系： 


xi = a sin x sin 0 cos tp^ 
X 3 = a sin x cos 0, 


X 2 = a sin x sin 6 sin y?, 
X 4 = a cos x . 
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等于曲面之外的总电荷，只是正负号相反. W 此，这个曲面两边的电荷之和 
为零. 

类似地，从四维动 M 的曲面积分形式的表达式 （96.16) 可知，整个空间 
中的四维总 动量户 为零. 

现在我们来研究有负的恒定曲率的空间的】 L 何.从 （111.6) 我们看到，如 
果 a 是虚数，那么， A 就是负的.因此，对于负曲率空间的所有公式，只须用 
ia 代 a , 就立即可以从前面的公式得出.换句话说，负曲率空间的儿何在数学 
上可看做在一个半径为虚数的四维伪球上的儿何. 

因此，常数 A 现在等于 

A = _ i* 

负曲率空间中的线元在 7*, & f 坐标中有下面的 形式： 

dr 2 ^ 你 

dl 2 = --+ r2 ( sin2 ~ d <^ 2 + d 9 2 ), 

1 + t 1 ja z 

其中，可以取从 0 到 oo 之间的所有值. 圆 的周长与半径之比现在大于 2 JI . 
如果按照7* = ^11111^： ( X 从0到 oo ) 引人坐标 X ，我们就得到与 (111-8) 相应 
的 dZ 2 的表达式 


( 111 . 10 ) 


( 111 . 11 ) 


dl 2 = a 2 { d \ 2 + sinh 2 x ( s in 2 Odif 2 + d 6^ 2 )}. (111.12) 

球的面积现在等于 4 jm 2 sinh 2 X ， 当我们从原点移开时（ X 因之 增加），这 
个面积将无限制地增加.负曲率空间的体积显然是无限的. 

习 题 


将线元 （111.7) 变换成这样的形式，在这个形式中，线元与其欧几里得 
表达式成比例（共形欧氏坐标）. 

解：将 

代入，得到 




(drf + r ^ dd 2 + r \ sin 2 9 d ( f 2 ). 


§112 封闭的各向同性模型 


为了研究各向同性模型的时空度规，首先必须选定参考系.最便利的参 
考系是这样的一个“共动”参考系，它在空间的每一点随着在该点的物质一 
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起运动.换句话说，这个参考系恰恰就是充满空间的 物质； 根据定义，物质在 
这个参考系中的速度处处都为零.显而易见，参考系的这种选择对于各向同 
性的模型是合 理的； 作任何其他的选择时，物体速度的方向就造成空间的不 
同方向在外表上看起来不等价.时间的坐标应当像上节开始所说的那样选择， 
就是说，使得在每一时刻，度规在整个空间内都是一样的. 

由于所有方向完全等价，度规张量的分量在我们所选择的参考系内 
等于零.事实上，如果三个分域不为零，则它们可以当做一个三维矢量的 
分 M , 那么，不同的方向就不等价了.因此 d S 2 应当有 ds 2 = goo(dx 0 ) 2 - d / 2 
的形式.分量助0在这里仅仅是/的函数.于是，我们总能够通过选择时间 
坐标以使得 goo 化为 1. 用 d 表示这样选择的时间坐标，我们得到 

ds 2 = c ^ dt 2 — dl 2 . (112.1) 

变量 t 是空间中每一点的同步的固有时. 

我们从研究正曲率空间 开始； 为了简便起见，下面我们将爱因斯坦方程 
的相应的解称为封闭模型.对于出，我们用表达式（111.8)，在其中的曲率半 
径 a —般来说是时间的函数.因此，我们将如 2 写成 

ds 2 = c 2 dt 2 — a 2 ⑴ { dx 2 + sin 2 x ( d ^ 2 4 - sin 2 Odup 2 )}. (112.2) 

函数由爱因斯坦方程所决定.为了解这些方程，用由关系式 


cdt = adr] (112.3) 

定义的7；来代替时间是便利的.这时， d S 2 可以写成 

ds 2 = a 2 [ri){&n 2 - dx 2 - sin 2 x ( d 设 2 + sin 2 6d^p 2 )}. (112.4) 

要建立场方程，应从计算张量的分量开始是坐标 
x 3 ). 利用度规张量的分量的值 

goo = a 2 , gn = - a 2 , g 2 2 = -a 2 sin 2 x ， g33 = - a 2 sin 2 x sin 2 沒 


计算 rt 诸量： 

^00 = ^a(3 = ~^Sa0y ^00 = ^a0 = ^00 — 

其中撇号表示对 r ? 微分（分 W 厂| 7 的表达式没有必要计算出来）.利用这些 
值，按照通式 （92.7), 我们得到 


珣= 


3 
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出于对称性的考虑（就如上文对 g () Q 所做的），我们预先断定， 分置 /? Oa =0. 
对于分 S 的计算，我们指出，如果在它们当中分离只包含的那些项 

(也就是说，只有尸&)，那么这些项应该构成三维张的分量，这些分 
量的值从 （111.3) 和 (111.6) 就已经得 知了： 


砥=-# +…=-知+."， 

其中省略号指的是那些同时包含和 goo 的项.通过对上式的计算，我们得 


到： 


= -^(2a 2 -ha ,2 + aa^, 


然后 


R = I^-j-R2 = - 各 (a + a"). 

既然在我们所选择的参考系中物质是静止的，那么 


u a = 0, ix ° = 1/ a ， 于 


是从 （94.9) 式得到邛= h 其中 e 是物质的能 tt 密度.将得到的关系式代入 


方程 

A? 0 — i/? _ &J^ T o 

^0 一 2^ 一 M , 

我们得到 

= ~ a ( q2 ^ a，2 ) - (112.5) 

这里岀现了两个未知函数 e 和 a ; 因此，我们必须还要找到另外一个方程.为 
此，选择方程7^ = 0是便利的（用来代替爱因斯坦方程的空间分 M ), 这个 
方程是四个方程 （94.7) 之中的一个，如我们所知，它是包含在场方程之内的. 
这个方程也可利用热力学关系用下面的方法直接导出. 


在场方程中应用能量动量张量的表达式 (94.9) 时，我们昝略了所有导致 


熵增加的能 M 耗散过程.这个省略在这里当然是完全合理的，因为由于能量 
耗散而应该加到 K 上的一些附加项与能量密度^相比是微不足道的，这里 
最后提到的能 厳密度 包含了物体的静能. 


因此，在推导场方程时，我们可以将总熵当做是不变的.现在我们来 
应用已知的热力学关系式 cl # = TdS - pdV ,此处的 ^, S , V 是体系的能量、 
熵与体积，而 p ， r 则是它的压强与温度.在熵不变的情况下，我们简单地有 
= ^ pdV . 引入能量密度 e = 我们很容易求出 


/ 、dK 
de = -(e + p )—. 

按照 （111.9), 空间的体积 K 是与曲率半径 a 的立方成比例的.因此 
dV/V = 3 da/a = 3 d In a ,于是我们可以写出 

—= 3 d In a , 

& + p 


取积分则得 
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(积分的下限是常数）. 


3 In a 


f de 

=— - h const 

J P + £ 


( 112 . 6 ) 


假如 e 与 p 的关系（物态方程）是已知的，那么，由方程 （112.6) 就确定 
了 £作为 a 的函数.这时，从 （112.5), 我们可以确定 如下： 


7/ = 土 




(112.7) 


方程 （112.6) 和 (112.7) 以普遍的形式解决了确定一个封闭的各向同性模型 
的度规的问题. 

假如物质在空间是以不连续的宏观物体的形式分布的，那么，为了计算 
它所产生的引力场，我们可以将这些物体当做有一定质最的质点来处理，而 
完全不关注它们的内部构造.如果认为物体的速度较小 （ 比光速 c 小很多）， 
我们可以简单地设 ez / ic 2 , 此处的 M 是单位体积内的物体的质之和.根据 
同样的道理，由这些物体构成的“气体”的压强比起 e 来是非常小的，因而 
可以略去不计（如我们所说，物体内部的压强与所考虑的问题无关）.至于空 
间中存在的辐射，其量相对地说也是很小的，因此，辐射能和辐射压也可以 
略去不计. 

因此，为了用我们研究的模型来描述目前的宇宙状态，应该采用“尘埃 
状”物质的物态方程 

£ = /xc 2 , P = 0. 


对 （112.6) 进行积分，就得到~ 3 = const . 这个等式也可以直接写出，因 
为它不过说明了在整个空间内的物体的质量之和 M 保持不变，这在我们研 
究的尘埃状物质的情形下是理所当然的既然在闭合模型中空间的体积等 
于 F = 2 n 2 a 3 ,那么 const = M /2 n 2 . 这样一来， 


/xa 



= const = 


M 

2 ^' 


将 （112.8) 代入 （112.7) 并进行积分，我们得到 


( 112 . 8 ) 


a = ao(l — cos 7/), (112.9) 

其中常数 

2 kM 

ao = W 


① 为了避 免误解（读者在考虑到 § in 中提到的封闭宇宙的四维总动姑等于零的评论时，有 
可能会产生这样的误 解）， 我们强调， M 是各个物体的质 M 之和，不考虑物体的引力相互作用. 
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最后，对于纟和 r / 的关系，我们从 （112.3) 求得 


t = — (rj - sin 7/). (112.10) 

C 

方程 （112.9) , (112.10) 决定以参数形式表示的函数<!(《)；函数 a ( t ) 在 f = 0 (w = 
0) 时刻从零开始增长，在£ =加《/0： (7? = Ji ) 时刻达到最大值 a = 2%,然后在 
t = 2 jta 0 /c (77 = 2 ji ) 时刻又下降到零. 

在 r / 《1时近似地有 a = a 0 /7 2 /2, t = a 0 7； 3 /6 c , 于是 

aw , t 2/3 . (112.11) 

在这种条件下物质的密度 

1 8 x 10 5 , 、 

( 系数的数值按照以 g . cm - 3 为单位的密度和以秒为单位的时间 < 给出）.我 
们注意到，在这个范围内，函数不依赖于参数 a 0 , 从这个角度来看，它 
具有普适的特点. 

当 a — 0时密度 / i 变为无穷大.但是当 p — oo 时，压强也会变得很大， 
因此为了研究上面所定的 r ； 值附近的度规，我们必须考虑相反的极限情形， 
即尽可能大的压强的情形（对于给定的能 W 密度 e 来说），也就是说，用下面 
的物态方程来描述物质 

6 

P = 一 

y 3 

(参考§35第二个脚 注）. 于是从公式 （112.6) 我们得到 



= const = 


3 c 4 a 1 
Snk 


(112. J 3) 


(式中 q 是一个新的常数），在这以后 ，（112.7) 和 （112.3) 导致下面的 关系: 


a = ai sinr;, t = —(1 — cost/), 

c 

既然这个解只对于很大的 f (亦即很小的 a ) 才有意义，我们就假设 r ； 《1.于 
是 a » airj^t « a \ T } 2 /2 c ，因此有 


在这种条件下 


a = y /2 a \ ct . 


e _ _ 3 _ 4.5 x 10 5 

c 2 32 nkt 2 t 2 


(112.14) 


(112.15) 
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(这个依赖关系还是不包含任何参数）. 

于是，在 （— 0时仍然有 a — 0,因此数值 i = 0确实是各向同性模 
型的时空度规的奇点（对于封闭模型中第二个 a = 0点也是这样）.我们从 
(112.14) 还能看到，在 《的 符号发生改变时， a («) 变为虚数，而它的平方为负. 
这时式 (112.2) 中的所有四个分量应该都是正的，而行列式 g 也是正的. 
但是，这样的度规没有物理意义.这意味着，将该度规解析延拓到奇点之外是 
没有意义的. 

§113开放的各向同性模型 

用与上节完全相似的方法就可得到有负曲率的各向同性空间的相应的解 
(开放模型）.代替（112.2)，现在我们有 

ds 2 = c 2 dt 2 — a 2 (t){d \ 2 + sinh 2 x ( d 0 2 + sin 2 Gd^p 2 )}. (113.1) 

再次引人变量 r ; 来代替 <，而 7? 与 t 的关系是 cdf = adr /； 这时，我们 

得到 

ds 2 = a 2 ( r ]){ drj 2 — dx 2 - sinh 2 x ( d 0 2 + sin 2 Od ^ p 2 )}. (113.2) 

在 （112.4) 式中，用 ir ?， ix ， ia 分别代替 r /， X ， a ， 就能在形式上得到上式.因此, 
将相同的替换用于 （112.5) 和（112.6)，我们也能直接得到场方程 • 这时，方 
程 (112.6) 保留它的原来 形式： 


3 In 


a= ■/ 


de 
+ P 


+ const , 


(113.3) 


而代替 （112.5)， 我们有 


8 nk 3 

7 £ = 


u / /2 2\ 

7 (a - a) 


(113.4) 


与此相应，代替 （112.7), 我们求得 


7 ] = dt 


da 




3 c 4 


(113.5) 
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对于尘埃状物质由此可以得到® : 


a = ao(cosh 7/ 一 1 )， 




3 


3c^ 

4 nk 


Qq 

c 


ao. 


(sinh 7] — ?])， 


(113.6) 

(113.7) 


公式 (113.6) 以参数形式决定了函数有别于封闭模型，这里曲率半径单 
调变化，在 t = 0 (?? = 0) 时刻从零开始增加，在纟 — oo ( r ? — oo ) 时变为无穷 
大.相应地，物质的密度在 i = 0时刻从无穷大开始单调减小（在7/《1时. 
这个减小的规律给出和封闭模型中相同的近似公式 （112.12)). 

对于很大的密度，解 （113.6),(113.7) 不能应用，必须再次转向 p = e /3 
的情形.这种条件下再次得到关系式 


ea 


4 


= const = 


Zc x a \ 

8 nk 


而对于函数以纟)，我们求得 


或者在7；《1时: 


a \ sinh 


a \ 


(cosh r ; — 1) 


a = y /2 a\ct 


(113.8) 


(113.9) 


(以及以前得到的 e ( t ) 的公式 （112.15)). 这样一来，在开放模型中度规具有 
奇点（但和封闭模型的区别在于奇点只有一个）. 

最后，所研究的解对应于空间的曲率半径无限大的极限情形是平直（欧 
几里得）空间模型.在这样的时空中的间隔 cLs 2 可以写为 


ds 2 = c 2 dt 2 — b 2 ( t )( dx 2 + dy 2 + dz 2 ) (113.10) 

①我们指出，通过下面的变换 

r = Ae ri sinh x ， cr = Ae rf cosh x ， i 4 e r? = v c 2 t 2 — r 2 ， tanh \ = —， 

” cr 

表达式 (113.2) 可以化为“共形伽利略”形式 

da 2 = f ( r , r )[ c 2 dr 3 — dr 2 - r 2 ( d 0 2 + sin 2 0 d ( p 2 )]. 

具体地，在 (113.6) 的情形下我们得到（令 A = a 0 /2) 

ds 2 = (1 -==^=== > ) { c 2 dr 2 — dr 2 — r 2 ( d 0 2 + sin 2 Od ^ p 2 )} 

\ 2 y / c 2 r 2 一 r 2 / 

( V . A . Fock , 1955). 在很大的值 W 二卩的情况下（对应于 1) 这个度规趋向于伽利略 
度规.这种情况自然不出所料，因为曲率半径趋向无穷大. 

在坐标 r ，0, at 中，物质不是静止的，并且它的分布是不均 匀的； 在这种条件下物质的分布 
和运动围绕空间中的任何一点是中心对称的，该点被选作坐标 T ，0、< p 的 原点. 
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(我们选择了 “笛卡儿”坐标 0：，?/， 2 作为空间坐标）.空间距离元中的时间因 
子显然不改变空间度规的欧几里得性， w 为对于一个给定的 G 这个因子是 
一个 常数； 用简单的坐标变换就可以使之为 1. 用与上一节相似的计算，我们 
导出下面的 方程： 

8 itfc 3 ( d 6\ 2 0 L f df 

= 7 ^ — ， 3 In 6 = - /- h const - 

c 2 b 2 \dtJ J p + e 

对于小压强的情形，我们求得 

fib 3 = const ， b = const - 1 2 ^ 3 . (113.11) 

对于小的 f ， 我们又必须考虑 p = e /3 的情形，对于这种情形，我们求得 

eb 4 = const , b = const - y / t . (113.12) 

因此，在这种情形下，度规也有一个奇点 U =0). 

我们指出，所有得到的各向同性的解只有在物质的密度不为零的时候才 
能够 存在； 对于真空而言，爱因斯坦方程不具有这种类型的解®.同时我们提 
醒，从数学上的关系来看，它们是更加通用的解的类型的特殊情形，这些更 
加通用的解的类型包含三个物理上不同的空间坐标的任意函数（参见习题）. 

习 题 

假设在某个度规中空间的膨胀以“准均匀”的方式进行，就是说，所有 
的分量= ~ g a 0 (在同步参考系中）以相同的规律趋于零，求这个度规 
在靠近奇点处的一般形式.空间充满了物态方程为 p = e /3 的物质 （ E . M . 
JlM ^ nmu , W . M . XajiaTHHKOB , 1960). 

解： 在下面这样的形式中寻找靠近奇点处 U =0) 的解: 

^ Ifa 0 ~~ - t + • • • ， (1) 

其中 a a 0 、 b a 0 是空间坐标的函数 @ ; 下面设定 c = 1. 逆张量是 

7 a/3 = - a a0 - b Q0 , 

①在 e = 0 时从方程 (113.5) 我们就得到(方程 （ 112.7) 由于虚数根一般会失 
去意义）.但 是度规 

da 2 = c 2 dt 2 — c 2 t 2 {d\ 2 + sinh 2 X(d0 2 + sin 2 0d<p 2 )} 

通过代换 r = ctsinhx, t = t cosh x f 可化为形式 

ds 2 = c 2 dr 2 - dr 3 - r 2 (d0 2 + sin 2 dd<p 2 ) % 

即直接化为刪 _ 技. 

③弗里德曼解对应于函数的特殊选取，这种选取对应于恒定曲宰的空间. 
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其中张量 a " 先 a a 0 的逆张量，而6^ = a ^ a ^ b^s ；下面所有升降指标的运 
算和协变微分均借助于不依赖于时间的度规来进行. 

以需要的1/«阶精度计算方程 （97.11) 和 (97.12) 的左边，我们得到 


3 


At 2 


^2 t 


8nk 

丁 


£(-4Uq -h 1), -(&；a — b[l ， 0 )= - 


32 ji/t 
~3 


£U a U 0 


(其中 6 = 冗）.同时考虑恒等式 



UiU 1 « Uq — -u a Ufla Ql3 ^ 


我们得到 2 

= 去 _ 去， Uq ~ ~ 2 ^' a ~ ⑵ 

三维克里斯托夫符号，以及随之张量 P a 0 、 在 \/ t 的一阶近似下不依赖 
于 时间； 在此情况下与只用度规所做的计算得到的表达式相同.考 
虑到这一点，我们得出在方程 （97.13) 中疒 2 量级的项相互抵消，而〜 1/ f 的 
项给出 

由此 

^ = '5 P - + ^ P ⑶ 

(其中 p = a ^ P 01 ). 鉴于恒等式 

Pa , 0 -\^ = O 

(参考 (92.10)) 下面的关系式 成立： 

b l,0 — g b \a, 

因此 u a 可以写成如下形式 

u a = -- gb . a . (4) 

这样一来，所有的六个函数 a a /3 仍然是任意的，而展开式 （1) 中下一项 
的 系数 b a 0 要按照它们确定.度规 （1) 中时间的选取完全取决于奇点处的条 
件 Z = 0; 空间坐标还允许进行任意的不涉及时间的变换（例如，可以用它们 
将张量化为对角形式）. 

因此得到的解总共包含三个“物理上不同”的任意函数. 

我们指出，在这个解中空间度规是不均匀的和各向异性的，而在 i — 0 
时物质的密度分布趋向于均勾.三维速度 v 具有（在近似 （4) 中）等于零的 
旋度，而它的数值按照下面的规律趋近于零 


v 2 = V a V0l a0 〜 
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§114红移 

所有我们研究过的解的基本特征是度规的非稳态性 ：空间 的曲率半径是 
时间的函数.曲率半径的改变一般会导致空间内物体之间的所有距离的改变, 
这一点已经可以从空间距离元 d / 与 a 成比例的情形看出.于是当 a 增大时在 
这样的空间里物体彼此“退行”（在开放模型中 a 的增大对应着 r 7>0, 而在 
封闭模型中 0< T ；<31). 

假如有一个观察者坐在这些物体中的一个上面，在他看来，就好像所有 
其余物体都沿着视线方向离幵他而去.这个“退行”速度（在给定的时刻 
与物体之间的距离成比例. 

这个预言有必要同一个基本的天文事实 星系谱线的红移 相比 
较.将这个移动解释为多普勒现象，我们就会得出星系“退行”的结论，就是 
说，在当今时代宇宙在膨胀®. 

我们来研究一条光线在各向同性空间中的传播.为了这个目的，最简便 
的方法是利用如下事实，即沿光信号传播的洪界线，间隔 ds = 0. 我们以光 
的出发点作为坐标的原点.根据对称性的考虑，显而易见，光线是沿 
着“径向”传播的，即沿着0 = const , ^ = const 的线传播.与此相应，我们在 
(112.4) 或 (113.2) 中令 d 0 = d <^ = O ， 就得到 d . s 2 = a 2 ( d 7/ 2 - dx 2 ). 令它等于 
零.我们 得到向 =土 d X , 或者，积分后得到 

X = -f const . (114.1) 

对于从坐标原点发出的光线，7?前取 正号； 而对于向原点传播的光线则取负 
号.这个形式的方程 （114.1) 既可应用到开放模型，也可以应用到封闭模型. 
借助于上节各公式，我们能够由此将光线传播的距离表示为时间的函数. 

在开放模型中，一条光线从某一点出发，在传播过程中离开这一点越来 
越远.在封闭模型中 ，一 条光线从起始点出发，最后能够到达空间的“对立极 
点”（这与 X 从0变到71相对 应）； 在以后的传播中，光线开始向起始点接近. 
光线绕着空间环行一周而又回到起始点的一个循环应该与 X 从0变到 2 JI 相 
对应.从 （114.1) 我们看到，这时7/也必须变化 2 ji , 然而这是不可能的（光在 
与7/ = 0对应的时刻出发的情形除外）.因此一条光线在“绕空间” 一周后不 
能回到出发点. 

一 条趋向观察点（坐标原点）传播的光线，与 r ? 前面有负号的方程 （ 114 . 1 ) 

①只有当物体的相互作用能摄比它们“退行”时的动能小很多时，才能作出物体在 a ⑴增 
大时彼此相互“退行”的 结论； 对分离得足够远的星系，这个条件总是满足的.在相反的情形下, 
物体相互的距离基本上由它们的相互作用 决定；因此， 例如，这里所研究的效应实际上不应该 
影响到星系自身的尺度.对恒星尺度的影响就更小了. 
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相对应.假如光线到达这一点的时刻是小/0)，那么，当7/ = 7/0时，我们必定 
有 x = o , 所以这样的光线的传播方程是 


X = Vo-V 


(114.2) 


由此可见，对于一个位于 x = 0 的点的观察者，只有那些从“距离”不 
超过 X = W () 的点出发的光线，才能在 ^(^ o ) 时刻到达观察者. 

这个结果，对开放的和封闭的模型都很重要.我们看出，在时间 t (7；) 的 
每一时刻，在空间每一个给定点，不是整个空间都呈现在物理观察之下，只 
有与 X < r ? 相对应的那一部分才可能被观察到.用数学的观点来看，空间的 
“可见区域”是四维时空被光锥所截的部分.这个部分无论对开放的模型或封 
闭的模型都是有限的（在开放模型中，被超曲面 f = const 所截的部分是无穷 
大的，这个超曲面对应于所有在同一时刻< 被观察到的点组成的空间）.在这 
个意义上，开放模型与封闭模型之间的差別并不如初见之时所想的那样深刻. 

观察者在一定的时刻所观察到的区域离他愈远，与该区域相应的时刻就 
愈早.我们来看这样一个 球面： 这个球面是所有满足如下条件的点构成的几 
何图形，从这些点于 t( V - x ) 时刻发出的光于 《(//) 时刻在原点被观察到.这 
个曲面的面积是 4 na 2 (7； — x ) sin 2 \ (在封闭模型中）或 4 jia 2 (7/ _ x ) sinh 2 x ( 在 
开放模型中）.当它远离观察者时，“可见球”的面积首先从零（当 X = 0 时） 
增加然后达到一个最大值，在此以后又减小，而当 x = n 时又回到零（此处 
a ( r /- X )= a (0) = 0). 这就表明，光锥所割的截面不只是有限的，而且是封闭 
的.它好像是在与观察者“相对立”的点 封闭； 沿空间的任何方向进行观察， 
它都能被看到.在这一点 £ — 00,因此，物质在其所有的演化阶段原则上都 


是可观察的. 

在开放模型中，所观察到的物质的总量等于 

rv 

Mobs = 4 ji / / xa 3 sinh 2 

Jo 


将 （113.7) 中的代人，我们得到 

3c 2 an 


八 fobs 


2 k 


(sinh rj cosh r / — rj ). 


(114.3) 


当 r ; — oo 时，这个傲无限制地增加.在封闭模型中， M obs 的增加自然为总质 
量 M 所限制.在这种情况下用类似的方式可以得到： 


Mobs = — (rj — sin 7 / cos r /). (114.4) 

ji 

在 r ; 从0增长到 Ji 时这个 fi 从0增长到 M ; 按照这个公式，接下来 Af 。^ 会 
继续增加，但这是虚假的，它只是对应这样一个事实，就是在“收缩的”宇宙 
中远处的物体会被观察到两次（借助从两个方向“环绕空间”的光线）. 
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现在让我们考虑光在各向同性空间中传播时的频率变化.为此，我们首 
先指出下面的事实.设在空间的某一点有两个事件发生，这两个事件的时间 
间隔是 （U = a ( ry ) dr // c . 假如在这两个事件发生的两个时刻发出两个光信号, 
而在空间的另一点它们被观察到，那么，对应于光信号出发点量77的变化 
dT ；， 它们被观察到的两个时刻之间的时间间隔也对应相同的 dr /. 直接从方程 
(114.1) 可以推出这个结果.按照方程（114.1)， r / 在光线从一点传播到另一点 
期间的变化仅与在这些点的坐标 X 的差值有关.但是，既然在传播期间，曲 
率半径（^改变了，那么，发出信号的时刻与观察到它们的时刻的时间间隔 t 
就不同了，这些间隔之比等于相应的 a 的值之比. 

从上面所说的可以断定，例如，用世界时间 〖来测 量的光的振动周期也 
沿着光线改变，并与 a 成比例.光的频率显然将与 a 成反比.因此，在光线传 
播期间，沿着它的路径，下面的积为常数 


uja = const . 


(114.5) 


假设在时刻我们观察从一个光源发出的光，这个光源所处的距离对 
应于坐标 X 的一个确定值.按照 （114.1) 式，发射岀这个光的时刻是 1(7] - X ). 
假如吻是光在发射时刻的频率，那么，按照 （114.5), 我们所观察到的光的 


频率是 



(114.6) 


由于函数的单调增加，我们有 a ;< u ; Q ， 即光频率将减小.这就是说， 
当我们观察向我们射来的光谱时，与在普通情形下同样物体的光谱相比较， 
所有它的光谱线必定移向红色的一边.红移现象在本质上是星系彼此“退行” 
的多普勒效应/ 

利用移动了的频率与没有移动的频率之比 uj / ljo 测得的红移的大小，（对 
于给定的观察时刻）与被观察的光源所在处的距离有关（在 （114.6) 中，出现 
了光源的坐标 X ) . 当距离不太大时，我们可以将 a (7 j - x ) 展开为 x 的幂级 
数，但只取前 两项： 

^ x a ’ (”） 

(撇号表示对7/微分）.此外，我们指出，乘积 X a ( r /) 在此恰恰是到被观察 
的光源的距离事实上，“径向”线元等于 dl = ad X ； 在积分这个关系式时， 

* 将星系红移解释为多普勒效应常川于红移较小的情况.严格地说，这两种现象具有不 N 
的物理起源.多锌勒效应是平直时空中的一种运动学效应，依赖于源和观测者的相对速度，与 
两者的距离 无关； 而星系红移主要源于宇宙膨胀.是大尺度时空弯曲的表现.对于高红移天体， 
不能用狭义相对论的多普勒效应公式去推 W 其退行速度，而必须用基于广义相对论的 （114.6) 
式. 一 中译注 
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就产生一个问题，即这个距离怎样通过物理观测来确定——由于这个原因在 
求这个距离时，我们必须在不同的时刻，在积分路线的不同点上取 a 的值 
( r /= const 的积分对应于同时观察沿路线上所有的点，这在物理上是不能实现 
的）.但是对于“小的”距离，我们可以略去 a 沿积分路线的变化，而简单地 
写 Z = ax ，其中 a 的值是在观察的时刻取的. 


结果，我们求得频率改变的相对量如下（它通常用字母2表 示）: 



( H 4.7) 


此处我们引入了符号 


rr a ’(”） Ida 
H = c ■ 心 ■ 、 = — — 

a 2 ( r /) a dt 


(114.8) 


作为所谓的哈勃常数.这个设对于给定的观察时刻与 Z 无关.因此光谱线的 
相对移动应当与到被观察光源的距离成比例. 

通过将红移看做多普勒效应的结果，我们可以确定星系离开观察者的速 


度 t ;. 写出 z = v / c . 并与 (114.7) 相比较，我们得到 


v = HI (114-9) 

(直接计算导数 t ； = d ( ax )/ 出，也可以得到这个公式）. 

天文学数据证实了规律 （114.7), 但是由于不能确定遥远星系的距离（这 
样的距离具有宇宙学尺度）这就给确定哈勃常数造成了麻烦.现今认可的// 
的值为： 


// a 0.8 x lO -^ a * 1 = 0.25 x lCT 17 ^- 1 ， 


H 


4 x 10 17 s = 1.3 x 10 lo a . 


(114.10) 


这个值 // 对应于“退行速度”在每个百万秒差距的距离上的增长为 75 km / s ®. 
将 t / ic 2 和 H = ca f / a 2 代入 （113.4) 式，对于开放模型，我们得到关系式 


将这个方程与等式 

联立，我们得到 


a 2 


H 2 


Snk 


3 




H 


csinhr / 


ao ( coshr / — l ) 2 


coth 


V 

2 


cosh ! 


H 


3 


Snkfi 


(114.11) 


(114.12) 


①还存在另一种估算，得出较小的//,对应于“退行速度"在每个百万秒差距上的增长为 
55 km / s f 此时 1 /H = 18 x 10 19 a . 
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对于封闭模型，采用类似的方式，我们得到 

c 2 8nk , 、 

^2 = — 好， (114.13) 

. V rr 

cos 一 = H 
2 


3 


Snkf^i 


(114.14) 


比较 （114 J 1) 和（114.13)，我们看出，空间曲率的正负取决于差鼠 
8 jiA :/ i /3 - H 2 的 正负. 对于 / i = 糾，这个差量为零，其中 


3 H 2 


(114.15) 


连同数值 （114.10), 我们得到 / ifc « lxl ( r 29 g / c m 3 . 根据现有的天文学知识， 
物质在空间的平均密度只能作很不准确的估计.基于星系的数遍:统计和它们 
的平均质量的估算，在现今取值约为3 x 10- 31 g / cm 3 . 这个值比/从小30倍， 
W 而这个结果对开放模型有利.然而，暂不说这个值本身不太充分的可信度， 
应该意识到，它并没有考虑星系之间可能存在的暗气体，考虑这些暗气体能 
够大大提高物质的平均密度/ 

让我们在这里指出一些不等式，在给定//之值的情况下可以得到这些 
不等式.对于开放模型，我们有 H = csinh 7//[ ao ( cosh 7] — l ) 2 ] ,于是 



a () 


(sinh 7] — ?/) 


sinh //(sinhr; — r/) 
//(cosh 7/ — l) 2 


既然 0</ / < oo , 那么我们应当有 


2 

577 


< t < 



H 


同理，对于封闭模型，我们得到 



sin rj(rj — sin 7/) 
H (\ — cos 7/) 2 


a(r/) 的增加对应于区间 （ )<r/< Ji; W 此我们彳择到 


0 < f < 


2 


(114.16) 


(114.17) 


下面，我们决定光从光源到达观察者时的强度/，光源到观察者的距离 
与坐标 X 的一定值相对应.在观察点光的能流密度与球的面积成反比，该球 
面以光源所在点为球心并经过被考察点；在负曲率的空间中，球的面积等于 

* 新近的观测表明.宇宙的总能 fit 密度非常接近其中.包括暗物质在内的物质约占 
30%,暗能 bt 约占70%.——中译注 


• 416 • 


第十四章相对论宇宙学 


4 jia 2 sinh 2 此外，光源在时间间隔 df = fl ( r / - x ) dr ]/ c 内所射出的光会在时间 
间隔 a ^ dt / air ] - X ) = air ^/ c 内达到观察者所在之点. W 为光的强度被定 
义为每单位时间的光能流 M ， 所以在/内就出现了一个因子 a ( r ;- x )/ a (7/). M 
后，一个波包的能量与它的频率成比例（参考 (53.9)); 既然在光传播期间， 
频率按照规律 （114.5) 而改变，因而这导致 J 中乂出现一个 W 子 a ( r ;- x )/ a ( r ;). 
结果，我们得到强度的公式 如下： 

I = const ——-~~ (114.18) 

a 4 ( r /) sinh 2 x 

对于封闭模型，我们同样地得到 

/ = const . (114.19) 

a 4 ( rj ) sin 2 x 

这两个公式决定被观察对象的视亮度与其距离的关系（在绝对亮度一定的情 
况下）.对于小的 X ，我们可以令 a ( r / - x ) » a ( r ?), 这样，我们就有 /- l / a 2 ( r ;) x 2 = 
I // 2 ,即是说，我们得到了光强度与距离的平方成反比的普通定律. 

最后，让我们考虑所谓物体的本动问题.当说到物质的密度和运动时，我 
们总是理解为平均密度和平均 运动； 特别是，在我们一直使用的参考系中， 
平均运动的速度为零.各物体的实际 速度围 绕这个平均值呈现出一定的涨落. 
在时间的进程中，物体的本动速度是变化的.为了决定这个变化的规律，我 
们来考虑一个自由运动的物体，并且选择轨道上的任意一点为坐标原点，那 
么，轨道将是径向线：0 = const , v ? = const . 将的值代入以后，哈密顿雅 
可比方程 （87.6) 取以下的 形式： 

( g ) 2 - ⑹ =0. (114.20) 

因为 X 没有出现在这个方程的系数内（也就是说 X 是一个循环坐标）， 
那么，守恒定律 aS /0 x = const 将是有效的.根据一般的定义，运动物体的动 
M p = dS/dl = dS / ad X . 因此，对于运动的物体，下面的乘积是 常数： 

pa = const . (114.21) 


按照下式引入物体本动的速度 v ， 


我们得到 


mv 



(114.22) 
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§115各向同性宇宙的引力稳定性 

我们来研究关于各向同性模型中微小扰动的演化特征，也就是说，关于 
它的引力稳定性问题 （ E . M . Lifeliitz , 1946). 我们仅限于研究在相对不大的 
空间区域内的扰动——该空间区域的线度和半径 a 相比是小设®. 

在每一个这样的区域内，空间度规在一阶近似中可以取作欧几里得度 
规，就是说，度规 （ 111 . 8 ) 或 ( 111 . 12 ) 可替换为度规 


d / 2 = a 2 ( r ])( dx 2 + dy 2 4 - d < 2 2 )， (115.1) 


其中是以 a 为度量单位的笛卡儿坐标.我们还将像从前那样使用变量 
7?作为时间坐标. 

不失一般性，我们将像从前那样在同步参考系中描述被扰动的场，就 
是说给度规张量的变分 6g , A ： 加上条件 6goo = 6g 0 Q = 0 . 在这些条件下对恒 
等式= 1 进行变分（应注意到，物质四维速度分设的无扰动的值为 
w ° = l / a ， w n = 0 ②），我们得到 goou ^ bu 0 = 0 ，由此 6w , l> = 0 .扰动—般说 
来是不为零的，闵此这个参考系已经不是共动参考系. 

我们利用 /lop = 表示空间度规张量的扰动，于是 67 W = 

- h 邱， 这里借助未扰动度规 7a p 来提升 / I " 的指标. 

在线性近似下引力场的微小扰动满足方程 


6 埒 - ^bR = 字 67f. 


(115.2) 


在同步参考系中能设动 W 张 U ： (94.9) 的分设的变分等于 


67^ = - 6 ^ bp , 6 T 0 a = a(p + e ) bu a , 6 T 0 ° = be . (115.3) 

鉴 于&和 6 p 都是小量，可以写出 bp =^ be , 然后我们得到关系式 

cle 

6 TS = - S ^ bTS . (115.4) 

针对6祀的公式可以通过对 （97.10) 进行变分来获得.由于未扰动的度 
规张 M 7^ = a 2 5^， 那么未扰动值是 


2 d 

— ^(ol3 

a 



①对这个问题更详细的叙述，包括在线度与 a 朽的 K 域内的扰动的研究可参考 E . M . 
Lifshitz//y<m. 1963. T.80. C.411; Adv. in Phys. 1963. V.12. P.208. 

③在本节中,不再用附加上标 （0> 来表示未扰动的物理量. 
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其中符号上方的点表示对微分，而撇表示对7；微分.量和< = 

的扰动 如下： 

= h Q 0 = = -h^ 1 x ai + 7 /?7 ^7 = /if = -h^ , 

( • Mr* 

其中对于欧几里得度规 （115.1)， 三维张最/^的未扰动值等 
于零. bP ^ 的变分按照公式 （108.3),(108.4) 计算； 显然，正如 6/ U 可用 bg ik 
表达，6/^可以用 6 7 m 来表达，所有的张量运算都在带有度规 （115.1) 的三 
维空间里 进行； 鉴于这个度规是欧几里得的，所有的协变微分可简化为对坐 
标# 的普通微分（对于逆变微分仍需再除以 a 2 ). 考虑到所有这些情况（并 
且从对 < 的导数全面过渡到对 r ; 的导数），在简单的计算之后我们 得到： 

喊=-士 (啦+ dm 羔 ㈣ ， 

(h = h ^). (115.5) 

这里逗号后面的指标无论在上方还是在下方，都表示对坐标#的简单微分 
(我们继续在上方和下方书写指标，只是为了保持表示方法的统一性）. 

把通过 6/? f 表达的分量6巧按照 （115.2) 式代入 （115.4) 式，我们将得到 
关于扰动 M 的最终方程.就这些方程而言，选择在情形下的（115.4)， 
以及按指标 《， /?进行缩并而得的方程是便利的，它 们是： 

(咕 + 崎2 - M - C ) + < + _ 况 

* ■ 

•(心卜 W ) (i + 3 塞)+ wt ( 2 + 3 尝 ) = ◎• (115.6) 

物质密度和速度的扰动可以按照已知的 / ig ， 借助于公式 （115.2),(115.3) 
来确定.因此，对于密度的相对变化，我们有： 

?= ‘ (岣 -H = ▲ (d s + >). ( 115 . 7 ) 

在方程 (115.6) 的解当中存在这样的一些解，它们可以通过简单的参考 
系变换（不破坏其同步性）而被消去，因此它们不是度规的实际物理变化.这 
些解的形式可以借助于§97节习题3中得到的公式 （1) 和 （2) 提前确立.将 
未扰动的值1/3 = aH a 0 代入其中，我们将得到下列针对度规的虚拟扰动的 
表达式： f 

— fo , a ，(3 J ^2 /o^n + (fa + ,q)» 


(115.8) 
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其中 / o ,/ a 是坐标 x ， y , 2 的任意（小量的）函数. 

由于度规在我们考察的不大的空间区域内设定为欧儿里得的，耶么任意 
的扰动在每一个这样的区域可以分解成平面波.将: r ， y ， 2 作为以 a 为度量单位 
的笛卡儿坐标，我们可以将平面波的周期性空间因子写成 e iTl " 的形式，其中 
n 为无量纲矢量，表示以 1/ a 为度量单位的波矢（波矢 fc = n / tt ). 如果在尺 
度〜/的空间区域内有扰动，那么在它的展开式中会出现波长 A = 2: w / n 〜/ 
的波.对于局限在尺度的区域内的扰动，我们相应地假定数 n 足够大 
(n » 2 ji ). 

引力扰动可以分为三个类型.这个分类可归结为确定平面波的可能种类， 
对称张量可以用这些不同种类的平面波表示出来.这样，我们得到下面 
的 分类： 

1. 借助于标 M 函数 

Q = e in r , (115.9) 

可以构造矢量 P = nQ 和张量① 

= \^ a Q > ^=(^2- ^) q - ( H 5.10) 

这些平面波对应于这样的扰动，其中物质的速度和密度与引力场一起经历着 
变化，就是说，我们在处理伴随着物质聚集和疏松的扰动.在这种情况下扰动 
hi 通过张遺 Qg 和表达，速度的扰动通过矢量 P ， 而密度的扰动通过标 
量 表达. 

2. 借助于矢 M 横波 

5 = se m r ，s . n = 0, (115.11) 

可以构造张量 { n^Sa + n Q S ^) ;由于 n . 5 = 0,对应的标量不存在.这些波对 
应于这样的扰动，其中速度与引力场一起经历着变化，但不包括物质的 密度; 
它们可以被称作旋转扰动. 

3. 张量横波 

Gi = = 0. ( H 5.12) 


利用张量横波既无法构造矢量，也无法构造标量.这些波对应于引力场这样 
的扰动，其中物质不运动，并且在空间中均匀分布.换句话说，这是各向同性 
宇宙中的引力波. 

①我们书写普通的笛卡儿矢 M n 的分 M 时也区分上下指标，这样做仅仅是 为了保 持表示 
方法的统一性. 
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最有意义的是第一种类型的扰动.令 


+ /l = / lQ . 


从 （115.7) 中可以得到密度的相对变化: 


be 

£ 


C 


4 


2Ankea 2 


n 2 (X + ") + — 

a 


Q . 


将 （115.13) 代入 （115.6) ，得到确定闲数 A 和的方程 

2 


A " + 2 [入 
a 


n 


3 

2 


(A + fi ) = 0, 




1+3 


t) 


(115.13) 


(115.14) 


(115.15) 


0. 


这些方程具有下列两个特殊积分，对应于可以通过变换参考系而消除的 
度规的虚拟变化： 


A = —/i = const ， 



(115.16) 

(115.17) 


(其中第一个是从 （115.8) 式通过选取 / o = 0 ，/ tt = P a 得出，第二个是通过选 
取 /o = Q，/a = 0得出）. 

在宇宙膨胀的早期，那时的物质用物态方程 p = e /3 描述，我们有 a « 
ai r /，77《 1 ( 在幵放模型与封闭模型中都是这样）.方程 （115.15) 取如下 形式： 


2 77 2 Q OV |2 

A" + -/V — — (A + //) = 0, + — 〆 + + ") = ()• (115.18) 

rj 6 Tj o 


针对两种极限情况对这些方程分别进行研究是方便的，这两种极限情况取决 
于两个较大的量 71 和 1/7/ 之间的相互关系. 

首先我们假设 n 不是非常大（或者 r / 足够小），于是 m /《 l . 在这种情况 
下，以能够使方程 （115.18) 成立所需要的精度，由这些方程我们可以 得出： 

A = ^ i + C2 ( 1 + T 7?2 ) ? " = -¥以 +。2(1-> 2 )， 


其中 C U C 2 为 常数； 从这里排除了形式为 （115.16) 和 （115.17) 的解（在当 
前情况下，这些解一个有 A = -/i = const , 一个有 入+卩〜 1/ V ). 同时按照 
(115.14) 和 （112.15) 计算出我们得到下列关于度规和密度扰动的表达 


式： 


h 0 = ^L P P + C 2 (Q^PS), 

^ -H C 2 v 2 )Q ^ p=| ， ” 《士 . 

£ 9 o n 


(115.19) 
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常数(^，<7 2 必须满足特定的条件，这些条件应能反映出扰动在其产生吋 
刻啪是很 小的： 应该有硓《1 (由此 l ，/ x 《1) 和 be/e «： 1. 将这些条 
件用于 （115.19) 可导出不等式 G 《 rio ， C 2 《 l . 

在 （115.19) 式中有一些项，它们在膨胀的宇宙中以半径 <2 = (1^ 的不同 
次幂增长.但是这个增长并不会导致扰动能够成为大 的量： 如果我们应用公 
式 （115.19) 精确到7?〜 1/ n 的数域级，那么可以看到，（基于上面得到的关于 
C \， C 2 的不等式）扰动即使在这些公式的应用上限仍然是小量. 

现在假设 n 很大，使得有 m ; » 1. 在这个条件下求解方程 （115.18), 我 
们得到 A 和//中占主导地位的项是： ® 

A = = const - \ e inrl ^. 

2 i] 2 

由此我们得到度规和密度的 扰动： 

hi = ^(Pf- ^ = -^Q e ^v/V3 

对于条件丄 《 r /《 l ， （115.20) 

Tt 

其中 C 为复数常数，满足条件 | C 7| 《 1. 在这些表达式中周期性因子的出现 
是十分自然的.在 n 为大数的条件下我们是在处理这样的扰动，其空间的周 
期性取决于大的波矢 fc = n / a . 这样的扰动应该像声波那样传播，其速度为 



相应地，相位的时间部分就像几何声学里规定的那样，通过大积分 / kudt = 

㈣ /力来确定.正如我们所见，密度相对变化的振幅保持恒定，而度规扰动 
的振幅在宇宙膨胀的情况下按照 a _ 2 减小®. 

接下来，我们研究膨胀的更晚阶段，那时物质已经稀薄到可以忽略掉其 
压强的程度 （p = 0). 在这种条件下，我们此处仅局限于 r / 很微小的情况，在 
这些微小的77对应的膨胀阶段内，半径 a 和它现今的值相比还很小，但尽管 
如此物质已经足够稀薄了. 

① 指数项前面的 W 数 1/T7 2 是按 l/m; 的幂展幵式的第一项.在$前情况下，为了确定它，应 

该同时考虑展开式的头两项 （方程 （115.18) 的精度是允许这样做 的）. 

② 容易验证（在 p = e/ 3 的条 件下）〜 L / A . K 中 L 〜理所^然.特征长度 
L (它决定波长 A 的扰动 行为） 仅仅包欠“流体力学 ”M 物质密度 e / c 2 和贞速 U (还有 
引力常数 *：). 我们指出•在 A » L 的条件 F 扰动会增长（见 （115.19) ) • 
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在 p = 0 和1的条件下我们有 a « a 0 r / 2 /2, 并且方程 （115.15) 具有 
如下形式 

A" + 一 —(A + /x) =0 ， 

v m 

〆’ + + -4- //) = 0. 

这些方程的 解是： 

A + ^ = 2Ci, A - = 2n 2 ( 等 ~ + 学 ). 

也可算出 6 e/e (利用 （115.14) 和 （112.12) )，我们求得 

i«T 7 «l, (115.21) 

6 e ( Cin 2 r/ 2 C 2 n 2 \ 

T = {^w-^-ir) Q - 

我们看到 ，6 e / e 包含正比于 a 的增长项®.但是如果 n 77《 l , 那么按照 
条件(^《1 ,即使当7/〜 1 / ri 时 心 / e 还是不能成为大数.如果 r / n 》 l , 那么 
当//〜1 时密度的相对变化达到 Cm 2 的量级，同时初始扰动的小量特性仅仅 
要求满足 Cm 2 r ? 2 « 1. 这样一来，尽管扰动的增 K 进行得缓慢，但总的增加 
可能相当可观，结果扰动可能会比较大. 

前面提到的第二和第三种类型的扰动吋以采用类似的方式进行研究.然 
而从下述简单的理解出发，可以不通过计算细节就得到这些扰动的衰减律. 

如果在不大的物质区域里（其线 K 度为 Z ) 有速度为加的旋转扰动，那 
么这个区域的角动環:〜 ( e / c 2 )/ 3 - hv . 在宇宙膨胀时 Z 正比于 a 增加，而 e 按 
照(在 p = 0 的情况下）或者 a_ 4 (在 p = e /3 的情况下）减小.闪此基于 
角动量守恒，我们有 

6r ； = const 当 p= 要， bv^yo — 当 p = 0. (115.22) 

3 a 

最后，在宇宙膨胀时引力波的能 M 密度应该按照 a _ 4 减小.从另一方面， 
这个密度可通过度规的扰动表示为〜 fc 2 (/^) 2 , 其中 k = 7 i / a 为扰动的波矢. 
由此可得，引力波类型的扰动的振幅随时间按照 1/ a 的规律减小. 

①考虑微小仄强 p ( e ) 的更细致的分析表明，满足条件 ^ n / C 《 1时才打可能忽略压强（其 
中 = 是微小的声速）；容易验证，这个条件和条件是相同的.这样一来，只要 

A 》 L ,; 扰动总是会 增长. 
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§116均匀空间 

关于空间均匀性和各向同性的假设完全确定了它的度规（只剩下曲率的 
正负号可 A 由选 取）. 只假设均匀性这一个性质，而不带有任何附加的对称 
性，会留出大得多的自由度.我们将要考察的问题是，均匀空间的度规性质是 
怎样的. 

我们将要讨沦的是在给定时刻 < 的空间度规.在假设时空参考系选取为 
同步的条件下，< 对于整个空间就是统一的同步时间. 

均匀性意味着在所有的空间点度规的性质都相同.这个概念的精确定义， 
涉及考虑一组能使空间变为自身，即保持其度规不变的坐标 变换： 如果在变 
换之前线元是 

dl 2 = i x 2 ^ x ti ) dx a dx (3 1 

那么在变换之后同样的线元是 

dl 2 = 7 q/3 » x ，2 1 x，3 ) dx ,a dx ,0 , 

7# 相对于新坐标具备同样的函数依赖关系.空间是均匀的，如果它允许存在 
一组变换（或称为运动 群）， 使得它的任何一个给定点可以与其他任意的点 
相重合.基于空间的三维特性，显然，为了实现这一点，该群的不同变换应该 
用三个独立的参量来确定. 

于是，在欧几里得空间里均匀性表现为度规相对于笛卡儿坐标系的平行 
移动（平移）的不变性.每个平移由三个参数确定 坐标原点的位移矢适 
的分量.所有这些变换保持构造线元的5个独立的微分 （ dr ， d y ， d 2 ) 不变. 

在非欧几里得均匀空间的一般情况下，它的运动群的变换仍然使得三个 
独立的线性微分形式保持不变，但是无法简化为某一个坐标函数的全微分. 
我们将这些微分形式写成 

4 a ) dx a , (116.1) 

其中拉丁字母指标 （ a ) 用于给三个独立的矢最（坐标的函数）编号，我们称 
这些矢量为一个标架. 

借助于 （116.1) 式，相对于给定的运动群保持不变的空间度规可以这样 

建立 

dl 2 = r ] ab ( e ^ ) ^ a )( e ^ ) dx 0 ), (116.2) 

就是说，度规张量 

- Vabe ^ e ^, (116.3) 

其中按指标对称的系数 r / a6 是时间的函数. 
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这样一来，借助于三个标架矢 M , 我们得到了空间度规的“三维标架” 
表述； 在 §98 节中得到的所有公式对这种表述都适用.标架矢量的选取取决 
于空间的对称性质，一般说来，这些矢 M 不是正交的（因此矩阵不是对 
角的）. • 

如同在 §98 节中，与三个矢量 ef —起引入三个与它们互逆的矢 fi ef a) , 
对于它们 

e (a) e a^ ~ ^a» e (a) e ^ = (116.4) 

在三维情况下，这两组矢量之间的联系可以表示为下列显性的形式， 

巴⑴ = ^e (2) x e (3) , e (2) = ^e (3) x e (1) , e (3) = ^e (l) x e (2) , (116.5) 

其中 

V = |e^ a )| = e(” • e ⑺ x e( 3 ), 

而和 e ( a ) 应该理解为分别具有分和 eL a ) 的笛卡儿矢 M . 度规张量 
(116.3) 的行列式 

7 = r]v 2 , (116.6) 

其中7；是矩阵 7? a 6 的行列式. 

微分形式 (116.1) 的不变性意味着， 


e ^*)( x ) dx a = e ^ a )(: r ’) d : r ’ a ， (116.7) 

并且在等式两边的 eL a ) 分别是旧坐标和新坐标的同一个函数.给这个等式乘 
以替换 dx ,0 = ( dx ,0 / dx a ) dx a 并比较同一个微分 dx Q 的系数，我们 
得到 

ef a) (:r’)4 a) (x). (116.8) 

一系列微分方程组，决定了给定标架下的函数 x ， x ) Q . 为了使之成为可积 
的，方程 （116.8) 应该恒定地满足条件 


d 2 x ， f3 _ d 2 x ,0 
dx a dx ^ dx ^ dx a 


①对于形式为 + P 的 变换， 其中 P 为小最，从 （116.8) 中可得到方程 

qc^ de^ . 

°、 - (a) ( a ) 

dx^ — 《。 dx-y - 


(116.8 a ) 


这些方程的三个线性独立解 (b = 1,2,3) 确定空间运动群的无穷小变换.矢 M 被称作基 
灵矢置 （ 与§94第一个脚注相比较}. 
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算出导数，我们得到 


<)(〜，_,、 de U x， ^ 


dx fS 


e ( a )( X， ) 




de ^\ x ) dei a ) ( x ) 


\ b) Me^(x) 


dx { 


dx ^ 


给等式两边乘以 e ^ d ) ( x ) ej c ) ( x ) e ( j 3 f \ x , ), 使用 （116.4) 式将微分运算从一些因子 
上面转移到另一些因子上，在方程左边我们 得到： 


(/)/J 


(: r ) 




dx t6 (d) 


5 (^) 




谷 4’ V ) de ( /\ x f ) 


dx ,s 


dx’3 


而在方程右边则得到关于 x 的函数的同样的表达式.由于: r 和: r / 是任意的， 
那么这些表达式应该化为 常数： 


de ( a c) _ de { ^ 
dx ^ dx n 


e ( a ) c ( b ) = C c ab 


(116.9) 


常数 C c ab 被称做群的结构常数.两边同乘以 ej cy 可以将 （116.9) 重写为如 
下形式 

( b ) _ 0 ⑷ _ pc 7 fllfil ⑴ 

e ( o ) Q x c e ( b ) dx a - c «* e (c) . ( llb . iu ) 

这就是要寻找的空间均匀性的条件.等式 （116.9) 左边的表达式和请 
X c ab (98.10) 的定义相同，这样一来，锗 A c ab 是恒定的. 

从结构常数的定义可以看出，它关于下标是反对 称的： 


C c ab = - C c ba . (116.11) 

对于它们还能得到一个条件，首先指出，等式 （116.10) 可以写成对易关系的 
形式： 

[ X a , x b ] = X a X b - X b X a = C c ab X c (116.12) 

其中线性微分算子 ® 

Xa=e ^)^- ( 116 . 13 ) 

①在连续群（或称李群）的数学理论中,满足 (116.12) 形式的条件的算子称作群的生成元. 
为了避免在与其他表示相比较时产生误解，我们还是要指出，连续群的系统理论通常是以基灵 
矢鏟确定的算子； f a 为出发点而 it 立的. 
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于是上面提到的关系可从下列恒等式中产生 


[[ X a , X b ], X c ]^ [[為，毛1，忍]+ [[ X C1 X a ], X b ]=0 

(这就 是雅可比恒等式）， 并且具有形式 

C f ab C d of + C f bc C d af + C f ca C d 6/=0. (116-14) 

使用一组双指标 M 来代替三指标常数会呈现出一定的优点.这些 
双指标量通过如下对偶变换 得到： 

C c ab = e abd C dc , (116.15) 

其中 ^^ = 6^ ^为单位反对称符号（其中 e 123 = + l ). 利用这些常数，对易关 
系 （116.12) 可写为如下形式 


e abc X b X c = C ad X d . (116.16) 

性质 （116.16) 在定义 （116.15) 中已经考虑到了，而性质 （116.14) 可以采取如 
下形式 

e bcd C cd C ba = 0. (116.17) 

同时我们指出，对于量 C # 定义 （116.9) 可以表示为矢量形式 

C ab = 」e ⑷ .rote ⑻， (116.18) 

V 

其中进行矢量运算时，仍旧把坐标#视同为笛 K •儿坐标. 

在微分形式 （116.1) (连同它们一起的还有算子 x a ) 中三个标架矢 M 的 
选取当然不是唯一的.可以对它们施以任意的、带有恒定系数的线性 变换： 

e ( a ) = (116.19) 

在这些变换下 ， a 和 c # 表现出类似于张 m 的性质. 

条件 （116.17) 是结构常数应该满足的唯一条件.但是在满足这些 
条件的常数中存在着若干等价组，同 一 组中的常数之间的区别仅仅和变换 
(116.19) 冇关.均匀空间的分类问题可归结为确定所有的不等价的结构常数 
组.利用量 C ab 的“张以”性质，通过下面的简中•的方法可以做到这一点 （ C . 
G . Behr ，1962). 

不对称的“张可以分解为对称的和反对称的部分.第一部分表示 
% n ai > ， 而第二部分通过它的对偶“矢量” 表示： 


C ab = n ab + e nbr a c . 


(116.20) 
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这个表达式代入 （116.17) 会导出条件 

n ab a b = 0. (116.21) 

利用变换 （116.19) 可以将对称“张化为对角 形式； 设是 
它的主值.等式 （116.21) 表明，“矢如果它存在）位于“张 M ” n ab 的主方 
向之一，即对应于零主值的那个方向.所以，不失一般性，可以令= ( a ,0,0). 
那么 （116.21) 可化为 am =0,就是说 M a 或者 m 的其中之一应该为零.对 
易关系 （116.16) 可取如下形式 

[ A " i , 义2] = —aX2 + 打3义3， 

[ X 2 , X 3 ] = n l X ll (116.22) 

[^3, ^1=712X2 + 0X3. 

在这之后还剩下的自由是改变算子的正负号以及它们的任意标度变换 
(乘以常数）.这种自由允许我们同时改变所有的 n 1? n 2 , n 3 的符号，同时使得 
量 a 的符号为正（如果它不为零）.我们还可以将所有的结构常数化为土 1, 
只要量 a ， n 2 ， n 3 其中之一为零.如果这三个量全都不为零，那么在标度变换 
下商 a 2 / n 2 n 3 为不变量①. 

这样，我们得到均匀空间可能类型的列表 如下； 表格第一列中的罗马数 
字表示按照比安基分类法而得的类型的编号 （ L . Bianchi , 1918)：®. 




① 严格说来， 为广使 c « b 的张 M 特性得到遵循，应该在定义 （116.15) 中引人 W 子(比较 
§83许中提到的关于应该如何相对亍任意的坐标变换来确定反对称的单位张 M >. 但是这里我们 
将不再深人到这些细 节中： 为了我们的 H 的，我们可以釭接从 （ U 6.22) 中提取出结构常数的变 
换规律 • 

② 参数《可以取任何正数值.相应的类型节实上是不同群的单参数族，它们被陚予类型 VI 
和 vn 只是出于惯例. 




§116 均匀空间 


. 429 . 


类型 I 是欧几里得 空间； 空间曲率张量（参考下文的公式 （116.24)) 的 
所有分 fi 为零.除了伽利略度规的平凡情形，这里还涉及含时度规，后者将 
在下一节进行研究. 

作为一个特例，恒定正曲率的空间包含于类型 K 之中.如果在线元 
(116.2) 中设定 tm = ( U /4 A 就可以得到它，其中 A 为正的常数.实际上，按 
照 (116.24) 和条件 C 11 = C 22 = C 33 = 1 (类型 K 的结构常数）的计算给出 
P ( a )(6) = ( l /2)<5 a 6, 然后有 

Pa0 = P{a)(b)^ ^ = 2A7a0, 

这正好对应于上面指出的空间（比较 (111.3)). 

恒定负曲率空间以相似的方式作为一个特例包含在类型 V 中.实际上， 
设定 r/ ab = 8 ah /\ 并且按照 (116.24) 和条件(7 23 = - C 32 = 1算出 P (a)(6) ,我们 
得到 

■^(o)(fc) = _ 2^ a fc, P = 一 2A*7 a /3, 


这对应于恒定负曲率. 

最后，我们展示一下均匀空间宇宙的爱因斯坦方程是如何归结为只包含 
时间函数的常微分方程组的.为了这一目的，我们必须将四维矢量和四维张 
M 沿着空间三维标架的基矢方向分解出空间分 M : 

丑⑷ ( b ) = R n pe ^ a ) e^ b y 丑 0 ( a) = 二)， W ⑷ = u a eg )， 

所有的这呰量现在都只是时间〖的函数；能量密度 e 和物质的 IK. 强 p 这样的 
标量同样也是时间的函数. 

根据 （97.11) — （97.13)，同步参考系中的爱因斯坦方程可通过三维张量 
〜沒和尸来表达.第一步我们只有 

^( a )(6) = Vab ^ ^(^ l ) = (116.23) 

(符号上方的点表示对 f 微分）. P ( a )(6) 的分量可以利用 （98.14) 通过 M 7 ?ab 
和群的结构常数来表达.在将三指标的 A%e = C a be 替换为双指标的并 
且经过一系列变换 Q 之后，我们得到 

= ^{2 C M C ad + C dh C ad + C bd C da - C d d ( C b a + C a b ) + 
+ S b a [( C d d ) 2 - 2 C ^ C d/ ]}. (116.24) 

①其中使用了公式 7)adVbeVcfe drf = V^abc^e abf e cdf = - 
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这里，按照一般的规则 * 

C a b — rfacC*^ ， Cab — VacVbdC 0 * 1 . 

同时指出，在均匀空间中三维张 tt 的比安基恒等式具有如下形式 

P ^ C b ca 4- P ^ C b ch = 0. (116.25) 

四维里奇张量@的三维标架分量的最终表达式 如下： 

邱 = - 

吨 )= -\^)(C b ca- S b a c d dc ) t ( 116 . 26 ) 

⑻一_」一⑼— p (6 h 

n { a ) - 2 J 7 ] WV ^ a) (a)) ' 

我们强调，这样一来，在建构爱因斯坦方程时，没有必要使用标架矢量 
作为坐标函数那样的显式表达式. 

§117平直各向异性模型 

各向同性模型对描述宇宙后期演化是适用的，但不能据此预期，它也适 
用于描述宇宙靠近时间奇点时的早期演化.这个问题将在§119中详细讨论， 
而在本节和下一节将对爱闵斯坩方程的一些解进行初步研究，这些解同样具 
有时间奇点，但原则上属于不同的类型（有别于弗里德曼奇异性）. 

我们将寻找这样的解，其中度规张 W 的所苻分 M 在适当选取的参考系下 
仅仅是一个变敁一时间： r G = i 的函数②.这样的问题已经在§109中研究 
过，但是，那里只研究了当行列式= 0时的情况.现在我们将认为这个 
行列式不为零.就像在§109中讲解的那样，在这种情况下可以不失一般性地 
令所有的 go « = 0. 通过对变 量纟做 yg^dt dt 的变换，可以使 g 00 等于1， 
于是我们得到同步参考系，在其中 

莒 00 = 1 ， SOa ~ Sa0 ~ _ Tat/3 ⑴. （ 117.1) 

现在我们可以利用形式为 （97.11) (97.13) 的爱因斯坦方程.由于 M 

7«/3,以及随之三维张 W ： 的分量不依赖于坐标#，于是开0«三0. 
按照同样的原 W = 0,结果真空中的引力场方程可化为 K 列方 程组： 

+ (117.2) 

①包含在祀中的协变导数4 7 可利用§98最 A 7 — 个_注中列出的公式进行 换筲. 

@在§117, §118节中为了简化公式的书写我们设定 C = 1. 
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从 （117.3) 可导出 

\/l^ = 2A^, 

其中 M 为恒定值.对指标《和0进行缩并，我们得到 



2 


V7 




(117.3) 


( H 7.4) 


由此可见 ，7 = const , t 2 . 不失一般性可以令 const = 1 (这一点可以简单地通 
过改变坐标#的标度而达 到）； 那么 A ：； = 1. 现在将 （117.4) 代入方程 （117.2) 
可给出关系式 

Af Ag = 1, (117.5) 

该式将常数 Af 彼此之间关联起来. 

接下来，将 （117.4) 中的指标0下降，将这些等式写成关于的常微 
分方程组的 形式： 

= (117.6) 

系数 A 2： 的集合可以看做某种线性代换的矩阵.通过坐标 y ，: r 2 ，: r 3 (或者等效 
地，量的相应线性变换， 一 般说来可以将这个矩阵化为对角形 
式.我们将它的主值表示为仍，?>24 3 ,并且认为它们全都是实数并且是不同的 
(其他情况参考下 文）； 相应的主轴上的单位矢量是 n (1 \ n ( 2 )， n ( 3 ). 那么方程 
(117.6) 的解可以表示为如下形式 


7 a ^ = t 2 pi n ^ n ^ 4- t ? Pi n ^ n ^ 4- t 2 p 3 n ^ 3) n ^ 3) (117.7) 


(通过对坐标作合适的标度变换，可将 < 的幂的常系数化为 1). 最后选取矢 
Mn (1 \ n < 2 \ nW 的方向作为坐标轴（将其称为: rjw ) 的方向，我们最终将 
度规化为 

ds 2 =出 2 — t 2pi dx 2 - t 2 pi dy 2 - t 2 p 3 dz 2 (117.8) 

( E . Kasner , 1922). 这里 Pl ， p 2 , p 3 是满足下面两个关系式的任意三 个数： 

Pi + P 2 + P 3 = 1, Pi + P 2 + P 3 = 1 (117.9) 

(第一个由 -g = t 2 导出，而第二个由 (117.5) 得到）. 

显然， PUP2,P3 三个数不可能都有相同的值.他们当中有两个相等的情况 
是： 取值为（0,0，1)或（_1/3,2/3,2/3).在其他任何情况下 P 1 ， P 2, 妁是不同的， 
并且其中的一个为负，而另外两个为正.如果以 Pl < p 2 < p 3 的顺序排列，那 
么它们的值将分别位于 区间： 
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— ~ 彡 Pi 彡0, 0彡 P 2 彡士， 3 彡 P 3 彡 1. (117.10) 

这样一来，度规 （117.8) 对应于平直、均匀、但各向异性的空间，其中所 
有的体积都（随着时间的增加）正比增长，并且沿两个轴 ( y ， z ) 的线性距 
离增加，而沿一个轴 Or ) 的线性距离减小.时刻 < = 0 是解的 奇点； 在该点度 
规有奇异性，这个奇异性通过仟何参考系变换都无法消除，并且四维曲率张 
M 的不变 M 趋于无穷大.只有 Pl = P2 = 0 , P3 = 1 的情况是个例外，这时我们 
只不过是在和平直时空打交道：度规 (117.8) 经过变换 isinh2 = C , t cosh z = r 
化为伽利略度规 

度规 (117.8) 是真空中爱 W 斯坦方程的严格解.而在奇点附近，在 f 很小 
的时候，它也是物质在空间中均匀分布情况的近似解（精度到 1 / Z 阶）.物 
质密度变化的速度和过程在这种情况下只取决于物质在给定引力场中的运动 
方程，而物质对场的反作用可以忽略不计.在 < — 0 时物质的密度趋向无穷 
大——对应于奇异性的物理特征（参考习题 3). 

习 题 

1 . 在矩阵 Ag 具有一个实數 （ P 3) 和两个复数 （ pi，2 = 〆 土 ip 〃） 主值的情 
况下，求方程 (117.6) 的解. 

解： 在这种情况下，所有的量都依赖于变量： r G , 后者应该具有类空的特 
征； 我们将其表示为 x () = x . 所以，在 （117.1) 中现在应该有 g 00 = _1.方程 
(117.2) 和 （117.3) 无变化. 

在 (117.7) 中矢量 n (l) , n ( 2 ) 成为复矢量： n ( 1 ， 2 ) = ( n ' 士 iw ")/\/^， 其中 
n '， n 〃 为单位矢量.沿 n ' n "， n ⑶的方向选取坐标轴; r 1 ， z 2 , x 3 ,我们得到下列 
形式的解 

-gn = g22 = X 2p， cos ( 2p 〃 In 9 ， g!2 = - x 2p， sin ( 2p 〃 ln ^), 

g 33 = - x 2p3 , -g — - goolg^l = x 2 y 

其中 fl 为常教（无法在只对 a : 轴作标度变换、同时又不改变上述表达式中其 
他系数的情况下消除 a ) . Pl ， p 2 , p 3 三个数照旧满足关系式 （117.9) ，并且实 

① (117.8) 的参数为类空的情况下也存仵 Ini 样类型 的解; 此时我们只需适当地改变其中的 
符号， 例如： 

ds 2 = x 2pi dt 2 — dx 2 — x 2p2 dy 2 — x 2p3 dz 2 . 

似足在这种情况下，同时还存在另一种类型的解，这时方程 （117.6) 中的矩阵；^有复数主值或 
相同的主值（参考习题1和 2). 在类时参数 < 的怡况下这些 解是不可能存 在的， W 为其中的行 
列式 K 不满足必要条件 S < 0. 

我们同时给出相关的参考文献，其中求得 r 真空中爱 w 斯坦方程各种不同类型的严格解. 
它们与更多的参童相关： B. K. Harrison / /Phys. Rev. 1959. V. 116. P. 1285. 
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教 P 3 要么小于 一1/3, 要么大于 1. 

2. 在两个主值相同 （ P 2 =仍）的情况下求解同样的问题. 

解： 我们知道，根据线性微分方程的一般理论，在这种情况下方程组 
(117.6) 可以化为下列正则形式： 

• 2 pi 2 p 2 • 2 p 2 . A 一 0 0 

= — g11 ^ g 3 o = — + a = 2,3, 

其中 A 是常数.在 A =0 时我们回到 （117.8) .在 A /0 时可以设定 A = l ； 那么 

gn = - X 2pi , g 2 a = a Q x 2pa , g 3a = a Q x 2p3 In :r + b a x 2p2 . 

从条件 g 32 = g 23 求得 a 2 = 0, a 3 = &2. 通过适当选取坐标轴： T 2 ，2： 3 的标度我 
们最终将度规化为下列 形式： 

d . s 2 = — dx 2 — x 2px ( da : 1 ) 2 士 2; r 2 p 2 cLr 2 da : 3 ± : r 2p2 In — ( dx 3 ) 2 . 

a 

PuP 2 可以具有数值 1,0 或者 一 1/3, 2/3. 

3. 设物质均匀分布在度规为 （117.8) 的空间内，求物质的密度在奇点 
t = 0 附近随时间的变化 规律. 

解： 忽略物质对场的反作用，从流体力学的运动方程出发 


(” w ⑽4智) — ⑴ 

这些方程包含在方程 H = 0中 (参考本教程第六卷 §134). 这里 CT 是熵密 
度； 在奇点附近应该使用极端相对论物态方程 p = e /3, 那么 <7 co £ 3 / 4 . 

我们将 （117.8) 中的时间因子表示为 a = tw，b = tP2 , c = t p \ 由于所有 
的量只依赖于时间，而 y/^g = abc f 方程 （1) 给出 


s (a6cw ° e：V4) = o, 4e ^ +WQ S = 。. 


由此 

abcuo£ 3 ^ 4 = const ， (2) 

u a s 1 ^ = const - (3) 

按照 （3), 所有的协变分量〜为相同阶数的量.在逆变分量中最大的（当 
< 0时）是 w 3 % U3 / C 2 . 在恒等式 UiU { = 1中仅保留最大的那些项，从而得 

到 wg » U3W 3 = ( uz ) 2 /(^» 然后由 （2) 和（3〉可得： 


a 2 6 2 . 


^Ot 


~ y / ab . 


或者 


e 〜 r 2(Pl+P2) = <- 2(1-P3) , ix a 〜 t {l ^ P3)/2 . 


⑷ 
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这样可以得出，对于 p 3 的所有的值，当 f — 0时 S 趋向无穷大，只有当 p 3 = l 
是个例外，——与之对应的事实是，带有指教 （0,0, 1) 的度规的奇异性是虚 
假的. 

所采用的近似方法的正确性可通过估算分量 7； fc 来检验，后者在方程 
(117.2) , (117.3) 的右边被忽略掉了.它们当中的主 项为： 

对 〜 ewg 〜 H 1+P3 ), Ti 〜 e 〜 r 2 ( 1-P3 )， 

Tj 〜 eti2W 2 〜 f_( 1+2 P 2_ P3), 〜〜 r( 1+P3 ). 

实际上在 t ->0 时它们全都增长得比方程左边慢，后者以广 2 增长. 

§118靠近奇点的振动状态 

我们将以第 IX 类均匀空间宇宙模型为例，来研究具有振动特性的度规的 
时间奇异性 （ B . A . BejiMHCKHM , E . M . JIm (}) iiihu , M . M . XaJiaTHHKOB , 1968). 

在下一节中我们将看到，这种特性具有相当普遍的意义. 

我们感兴趣的是模型在奇点（我们选作时间原点 f = 0) 附近的表现.正 
如在§117节研究的卡兹涅尔 （ Kasner ) 解中所反映的那样，物质的存在不会 
对模劁表现出的本质属性造成影响，为了简化研究过程，我们将假设空间是 
空的. 

在 （116.3) 中将量細⑷的矩阵设定为对角的，将其对角元表示为 a 2 ,6 2 , 
c 2 ； H 个标架矢 Me ⑴, e (2 )， e ( 3 ) 现在表示为 i ， m , n . 那么空间度规可写成如下 
形式 

7q/3 = a 2 l a l0 + b 2 m a ni0 + c 2 n a n0 . (118.1) 

对于类型 K 的空间，结构常数如下 ® : 

C 11 = C 22 = C 33 = 1 (118.2) 


(和 C 1 23 = C 2 31 = C 3 12 = 1 ) • 

从 （116.26) 可以看出，对于这些常数，以及对角矩阵 7? a6 , 里奇张量的 
分 tt 在同步参考系中恒为零.按照 （116.24) 非对角分量 P (a)(6) 同时也为 

①对应于这些常数的标架矢 tt : 

I = (sin x 3 , — cosx 3 sin x l , 0), m = (cos x 3 , sin x 3 sin x 1 1 0 )， 

n = (0, casx 1 ,1). 


坐标的取值范闱在 K 间 0 彡: r 1 d ，0 彡: r 2 彡 2 n ，0 彡 z 3 彡如内.空 间是闭合的， 并旦它的体积 


J y/^dx 1 dx 2 


abc. I sin :r 1 dx 1 dx 2 d 2 r 3 = 16Ji 2 a6c. 


当 a = 6 = c 时它会过渡到曲率半径为 2 a 的恒定正曲率空间. 



§118 靠近奇点的振动状态 


• 435 - 


零. 爱因 斯坦方程的剩余成分给出针对函数 a ⑷， 咐)， C ⑷的下列方 程组： 


( abc \ 

1 

abc 

2 a 2 b 2 c 2 

( abc ) 

1 

abc 

2 a 2 b 2 c 2 

( abc )' 

1 

abc 

2 a 2 b 2 c 2 


[( fe 2 - c 2 ) 2 - a 4 ], 


[( a 2 - c 2 ) 2 - fe 4 ], 

[( a 2 - b 2 ) 2 - c % 


(118.3) 


a b c ^ 

— h 7 + — = 0 

a b c 


(118.4) 


((118.3) 是方程组 /?(])) = R \ 2 2 ] = R ^] =0； (118.4) 是方程 =0). 

在方程组 （118.3),(118.4) 中，对时间的导数项可以有更简单的形式，只 
要引入函数 a y b , c 的对数 ah 来代替 它们： 

a = e a , b = c ^, c = e 7 ， (118.5) 


而按下式用变代替 f 

dt = abcdr . (118.6) 

那么： 

2a, r ,r = (& 2 - c 2 ) 2 - a 4 , 

2/3 , T , r = ( a 2 - c 2 ) 2 -6 4 , (118.7) 

27 ,r,r = (a 2 - b 2 ) 2 - c 4 , 

2 0 + 7),r,r = a ,r(^,r "I" ^,r7,r At7,ti (118.8) 

其中下标, T 表示对 T 微分.将 （118.7) 的各方程相加，并用 (118.8) 替换左边 
的二阶导数之和，我们得到 

tt， T /?，r + a,r7,r + /3, t 7 ,t = ^ ( a 4 + + c 4 - 2 a 2 1? - 2 a 2 c 2 - 2 b 2 (?). (118.9) 

这个关系式只包含一阶导数并且是方程 （118.7) 的初积分. 

方程 （118.3) 和 （118.4) 无法用解析形式严格求解，但在奇点附近可以 
进行详细的定性研究. 

首先我们指出，当方程 （118.3) 或 (118.7) 的右边不存在时，方程组具有 
严格解，在其中 

6〜尤 Pm ， c 〜 t p ”， (118.10) 
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其中 Phlhn.Pn 是通过下面的关系式联系起来的数: 


PI + Pm + Pn = Pt + Prn + pf t = 1 ( 118 . 11 ) 


(类似于均匀平盘空间的卡兹涅尔解 （117.8)). 这里我们将幂指数表示为 
Pl , Prn , Pn ， 并没有确定他们的大小顺序；我们再次使用§117中 Pu P2 , P:i 的表 
示法，将这三个数按照 Pi < P2 < P 3 的大小顺序排列，它们的取值范围见 
(117.10). 这些数可以表示为下列参数形式 


piM = 


—U 

1 + W + U 2 


P 2{ U ) = 


1+1/ 

1 + w + w 2 


P ： i(w)= 


w(l -f u) 

1 + w + w 2 


(118-12) 


如果参数 U 在 1 的全范_内取值，则可以得到 Pl ， P 2, P 3 的所冇不同的值 
(保持大小顺序不变）.«< 1时同样的数偾范_可通过下列替换 得到： 


Pi (^) = Pl ( u ), P2 (士) = P 3( W ), P 3 0 = P2 ( u ). (118.13) 

在图 25 中描绘了 puP2 ， P:i 依赖于 1/ w 的曲线 • 



阁 25 


我们假设在某个时段方程 （118.7) 的右边确实很小，使得它们可以被忽 
略， 闵而有 卡兹涅尔状态 （118.10). 但是当 f — 0 时这样的情况不能无限制 
地持续，因为在已指出的各项当中总是存在增长的项.如果负的幂指数对应 
函数 ( pi=pi <0),那么卡兹涅尔状态的扰动从 a 4 项中产生，剩余的项 
在 f 减小时会下降. 

在方程 （118.7) 的右边仅保留这些扰动项，我们得到方 程组： 

a,r,r = -ie 4 °, P, r , r = 7 ,r,r = \e 4 °. (118.14) 
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这些方程的解应该描述度规从 “ 初始 ” 状态的演化在初始状态中，方程的 
解通过选取一定的指数 （ 并且川 < 0) ，用公式 （ 118.10) 描述；设 = p u p rn = 

P2，Pn =P3, 于是 

a = t P \ b = t P2 ， C = t P3 

( 在下面得到的结果中，不失一般性，坷以设定这些表达式中的比例系数等 
于 1 ). 在这种情况下 = t,r = hit -h const, 因此方程 （ 118.14 ) 的初始条件 
可表示为下列 形式： 


«r = Pu At = P2, 7 ，T = P3. 

方程组 （118.14) 的第一个方程具有粒子在指数形势垒的场中的一维运 
动方程的形式，其中 o 相$于坐标.在这个类比中，初始的卡兹涅尔状态对应 
于恒定速度为 a, T = pi 的 A 由运动.从势垒上反射后，粒子将再次以符号相 
反的速度 《， r = - Pl 做 r 彳由运动.同时基于全 部的三 个方程 （118.14) 可发现 


a, r + /3 nT = const ， a， r + 7，r = const ， 

所以我们求得 Ar 和 Tr 取数值 At = P2 + 2 Pl ， 7，r = P3 + 2 Pl • 由此使用 （118.6 ) 
确定 a ，/?，7, 然后还有 t , 我们得到 


e « 〜 e - e 3 〜 e (P2+2 Pl )r ， e ，〜 e (p 3 +2p,)' t 〜 e (l+2 Pl )r^ 


即 a 〜❿ ，6 〜， c 〜，其中 


P f i = 


IpiI 

1— 一 2| 扒|， 


2M -P2 

l -2| Pl |， 


p 3 _2| Pl | 

Pn — l -2| pi |- 


(118.15) 


这样一来，扰动的作用导致一个“卡兹涅尔状态”替换为另一个，并且亡 
的负幂指数从方向 Z 跳到方向 m : 就是说如果过去 W <0, 那么现在 p ^ cO . 
在替换的过程中喊数 a ( t ) 经过最大值，而 6( f ) 经过最小值 ：先前 减小的6⑴ 
开始增大，先前增大的话 a (() 开始减小，而函数 c ⑷则持续减小.先前增 K 
的扰动本身（方程 （118.7) 中的 a 4 项），幵始下降和停息.度规的进一步演化 
以类似方式（由于 （118.7) 式中的项）导致扰动增长，变换到下一个卡兹 
涅尔状态.等等. 

指数替换规则 （118.15) 适合于利用参数化的方式 （118.12) 表达： 如果 


Pi =Pl{u), p m =p 2 (u), Pn =p 3 (u), 

①提醒 = •下，我们研究的是 t — o 时度规的 演化; W 此“仞姶”条件对应着更晚一些， [ fii ^ 
是史早一些的时间. 
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那么 

p ;= p 2 ( W — 1 )， Pm = Pl(u - 1), p ’„ = p 3 (ti - 1). (118.16) 

两个正指数当中较大的那一个仍然是正的. 

在 P 兹涅尔状态的更替过程中，存在若理解逼近奇点时度规演化特征的 

关键. 

连续的更替 （118.16) (这种更替伴随着负幂指数 Pl 在 Z 和 m 之间的跳 
跃）会一直持续到 u 的初值的整数部分尚未消失，《<1的情况尚未出现的时 
候.数值1按照 （118.13) 可以变换为1;在这个时刻 指数仍 或者 7 〜 
为负，而 Pn 成为两个正数当中较小的一个 （ P «= P 2). 下一个系列的更替将 
在方向 n 和 f 之间或者 n 和 m 之间交换负 释指数 .在 U 为任意 （ 无理数的） 
初值时，更替过程会无限持续下去. 

在对方程严格求解的时候，指数 pi ， p 2 ， p 3 3然会失掉 fl 己的严格含义. 
我们指出，这个状况会给这些数（以及 N 它们相关的参数 ti ) 的确定带入某 
种“模糊性”，尽管这种模糊性很小，却会使得对某种方式挑选出的（例如， 
有理数的）数值 w 的研究失去意义.正闪为如此，只有在任意的、 X 理数的 w 
这种普遍情况下的规律性才具有现实意义. 

这样一来，模型.朝向奇点的演化过程由连续的振荡系列构成，在每一个 
振荡系列中沿着两个空间轴方向上的距离在振动，而沿着第三个轴的距离单 
调 减小； 体积按照近似于〜 f 的规律减小.在从一个系列变到下一个系列时， 
距离单凋下降的方向会从一个轴史替到另一个轴.这些更替的顺序渐近地具 
有随机过程的特征.连续的振动系列的 K 度（就是说，每一个系列的“卡兹涅 
尔时代”数）①的交替顺序也会有随机性质. 

连续的振动系列在遥近奇点的时候会变得稠密.在世界时 间的任 何一个 
有限时刻〗和时刻 i = 0 之间包含无穷多组振动.描述这个演化 的时间 进程的 
自然变最并不是时间 < 本身，而是它的对数 lnl 沿着 Ini 逼近奇点的整个 
过程被拉伸至 - oo . 

在已表述的解中，我们从一开始就对问题做了些简化，即假定 （116.3) 
中的 矩阵％ 6( 纟）是对角的.向度规中引人非对角的分 Mr /ab 不会改变已描述 

①如果参数 u 的“ 初始”值为110 = fc 0 + 0 T 0 ( 其中 kn 为幣数，而 10 <1>,那么第-个振动 
系列的长度将为知，而下一个系列的《的“初始"值将为…= 1 /xo = kx + x ,. 等等.山此容易 
得出结论，连续系列的长度由笮元 fcoH ., 给出，后者是将 UO 按照下式分解成无穷连分数 
(在 u „ 为无理数的条 件下） 的争元 



这个展式的 Oi 多连续单元值的分布符介统汁学规律. 
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的度规演化的振动特征，以及连续的_兹涅尔时代的指数的更替规 
律 （118.16). 但是这会导致出现附加的 性质： 指数的更替伴随着它们所对应 
的坐标轴方向的改变 ®. 

§119爱因斯坦方程一般宇宙学解的时间奇异性 

已经指出过，不能以弗里德曼模型对描述宇宙现今状态的适用性为依 
据，期望它同样适合于描述宇宙演化的¥•期阶段.与此相关首先会产生这样 
一个问题，存在时间奇点在多大程度上是宇宙学模型必冇的一般性质，它和 
作为宇宙学模型基础的特殊简化假设 （ 菏先是 对称性假设）到底有没有联系？ 
我们强调，提到奇点时，我们是指物理奇点 物质密度和四维曲率张最的 

不变量趋于无穷大之处. 

如果奇点的存在与这些假设尤关，这就意味荐，它不仅存在于爱因斯坦 
方程的特解中，而且也存 在丁通 解中.对解的普适性的判据是看它包含的“物 
理上任意”的碱数的数目.在通解中这些闲数的数目应该足够用来在任意选 
择的时刻任意地给定初始条件（对 t 貞空，这个数 n 是4;对 t 充满丫 物质的 
空间，该数目为8,参考 §95®). 

在整个空间和全部时间内寻求严格形式的通解显然是不可能的.但是对 
于解决提出的问题而言，只要研究奇异性附近的解的形式就足够了. 

弗里德曼解具有的奇异性特征在于，空间距离的趋零按照同样的规律发 
生在所 有的方向上.这种奇异性的类型不是足够一 般的： 它本质上是仅含坐 
标的三个任意函数的一类解（参考§113的习题）.同时我们指出，这些解只 
存在于填充了物质的空间. 

在上一节中研究的振动类型的奇异 性貝有 如下普适特征 存在带有 

这种奇异性的爱因斯坦方程的解，且它包含了所需的全部任意函数.这里我 
们简短地描述构造这种解的方法，而不深入汁算的细节 ®. 

如同在均匀模型中那样 （§118), 遥近奇点的状态由相互史替的 “ K 兹 
涅尔时代”的连续系列组成.在毎个这样的时代的发展过程中，（在同步参考 

① 关 T 这一点.以及该类型均勾宁宙模型忡质的他细作吋参 考 B. A. DcilHHCKH«. E. M. 
J1hc|)iiihu. M. M. XHJiaTHMKOB//y^H. 1970. T. 102. C. 463; Adv. in Phys. 1970. V. 19. P. 525; 

小 . 1971 P. 60. C. I960. 

② 但是我们随即强调，对 T 爱闲斯 坦方程这样的作线性微分方程组，通解的概念不是单一 
的.原则！:<以存在多于一个的 一般枳 分，其中 埒一个并不 涵盏能想到的屻始条 忭的 所行的多 
样性. 而只是它有限的•部分，带有奇异性的通解的存在不排除同时存在另-些不具有奇异性 
的通解 . 例如 • 没有理由怀疑存在这样的不带有奇片性的通解.它描述质 M 不太大的稳定的孤 a 
物体. 

③ 它们 nf 以在这些 JC 章中找到： B. A. DeAMHCKHif . E . M. J1m 中 iumu. M. M . X a ji hthhkob/ />K3T^ . 
1972. T. 62. C. 1606; Adv. in Phys. 1982. V. 31. P. 639. 
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系中）空间度规张 M 的主项（对 l / t ) 具有 （118.1) 的形式，并且包含来自 
(118.10) 的时间函数但此时矢量 Z , m . ri 是空间坐标的任意函数（而不 
像在均匀模型中耶样是完全确定 的）. 此时同样是函数（而不只是 
数），它们还像从前那样通过关系式 (118.11) 那样相互关联.以这种方式构造 
的度规在某个有限的时间段内满足真空中的场方程= 0和 R ^= 0 . 方程 
尺；1 = 0会导出三个关系式（不包含时间），它们应该添加到包含在里的 
空间坐标的任意函数上.这些关系式将10个不同的函数相互联系 起来： 三个 
矢量 rm ， n 各 ft 的三个分 fi 和位于时间的指数上的一个函数（闵为三个函数 
Pl ， p m ， p n 通过两个条件 （118.11) 相联系）.在确定物理上仃意的函数的数目 
时应该同时考虑到，同步参考系还允许在不影响时间的前提下 对三个 空间坐 
标进行任意变换. W 此度规总共包含 10-3-3 = 4 个任意函数 这正是真 
空中场的通解应当包含的数目. 

从一个卡兹涅尔状态到另一个的更替（就像在均匀模型中那样）源于六 
个方程祀= 0当中的三个里面存在这样一些项，它们在《减小时增艮得比 
其他项快，这样一来，它们起到破坏卡兹涅耳状态的扰动的作用.一般情况 
下，这些方程与方程 （118.14) 在形式上的区别仅在于位于它们右边的那些依 
赖于空间坐标的因子 （ Z . roU / Z.m x n ) 2 (意味着，三个指数当中 Pz 
为负值但是由于方程 （118.14) 是相 对于时 间的常微分方程组，这个差别 
无论怎样也不会影响到它们的解以及由这个解得出的卡兹涅耳指数 （118.16) 
的史替规律，还有在§118节中叙述的所有的更进一步的推论 

解的普适性程度在引人物质时不会 降低： 物质连同因它引人的全部4个 
新的坐标函数一起被“写入”度规，这4个新的 坐标函 数对于给出物质密度 
和三个速度分 M 的初始分布是必需的.物质的能量动量张量将1/<的史卨 
阶项（高于主项）带入场方程中（完全类似于§117节的习题3中针对平直均 
匀模型所示的那样）. 

这样一来，时间奇点的存在是爱因斯坦方程解的相当普遍的性质，并且 
逼近奇点的状态在一般情况下具有振荡的特? iH ®. 我们强凋，这个特征与物 
质的存在无关（闵而与物质的物态方程也无关），而是空的时空所间有的特 
性.弗里德曼解所固有的、与物质的存在有关的、单调各向同性类型的奇异 


① 对于均匀模型，这个因子与结构常数 c " 的平方相同并11按照定义是常数. 

② 如果对解中的任意闲数加上一个附加条件 I roll = 0, 那么振荡会消失.卡兹涅耳状态 

将持续到点* = 0本身.然而这样的解比一般悄况下要求的少包含一个任意闲数. 

③ 在爱因斯坦方程的通解中存在奇点的唭实 M 先被彭罗斯 （ R . Penrose , 1965) 采用拓扑学 

的方法所证明，然 Iftl '， 这些方法不能提供确定奇异性的具体解析特征的坷能性.这咚方法的描 
述和借助 r •这些方法•得到的定理可参名 Penrose . Structure of Space-Time y W . A . Benjamin , N . 
Y ” 1968. 
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性只具有特殊的意义. 

在提到宁宙学意义上的奇异性时，我们指的是整个空间达到的奇点，而 
不是空间的有限部分（就像有限物 休发牛 .引力坍缩那样）达到的奇点.但是 
振动解的普适性给 出了下 面这个假设的根据，就是有限物体在共动参考系中 
坍缩到事件视界以内时达到的奇异件也具有同样的特征. 

我们一直说遍近奇点的方向就是时间减小的 方向； 但是鉴于爱因斯坦方 
程相对于时间反演的对称性.那就"了以同样合理地沿着时间增加的方向 讨论 
逼近奇点的问题.然而，实际上，鉴于未来和过去在物理上并非等效，针对所 
提出问题的本身而言，在这两种情况之间就存在苕实质性的差別.只有 ，未 
来的奇异性在之前某个时刻给定的任意初姶条件下都可以实现的情况下，该 
奇异性才具有物理意义.可以明白，没有任何根据能够说明，在宇宙演化过程 
中的某个时刻达到的物质和场的分布能够对应于一些特殊的条件，而这聘条 
件恰好是实现爱因斯坦方程的某个特解所要求的. 

在以前所做的仅仅基于一些引力方程的研究中，关于奇异性的类型问 
题，通常未必能够给出唯一涵义的答案. A 然地想到，和现实世界相对应的 
解的选抒与某些深刻的物理条件有关，这些条件的建立仪仅基于一个现存的 
引力理论是不可能的，只有继续对物理观论进行整合才軒可能揭示这些条件. 
就这个意义而言，原则 h 可以说，这种选择对应着某种特殊的（例如各向同 
性） 类型的奇点. 

最后，还有必要作出如下评论.爱因斯坦方程本身的适用范围绝不会在 
小的尺度或者大的物质密度这些方面受到限制，这是 W 为方程在这样的极限 
下不会导致任何内部矛盾（这与，例如，经典的电动力学方程不同）.在这个 
意义上，基于爱因斯坦方程研究时空度规的奇异性是完全合理的.然而，不 
用怀疑的是，实际上在该范園内应该存在道要的 M 子现象，关于后者，在目 
前的理论状况下，我们还没有什么可说.只有将来整合了引力理论和 M 子理 
论以后，才能够揭示经典理论的结论当中哪些仍然是行意义的.同时毋庸置 
疑的是，在爱因斯坦方程的解中，奇异性的产肀（无论在宁宙学方面，还是 
有限物体的坍缩）这个事实本身有着深刻的物理涵义.不应忽视之点还有，在 
引力坍缩过程中那些极高密度的获得（在这种情况 r 还没有根据怀疑经典引 
力理论的合理性），足以用来讨论物理上“奇异”的现象. 
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偶极子场中的辐射236 

p 

偏振度136 
偏振张量135 
平行场中的运动65 
平行移动265, 288 
坡印亭矢量85 

Q 

曲率标 M 293 
全同粒子的辐射212 

R 

轫致辐射198 



s 

散射退偏振 244 
时间的同步263, 277 
时间反演55 
史瓦西度规336 
史瓦西球345 

矢 M 分 M 之积的平均值212,242 
矢势，标势51 
世界时间276 
世界点，世界线4 
車件视界348, 362 
双透镜焦距157 
斯托克斯参数138 
斯托克斯定理23, 289 
速度空间40 

T 

坍缩体349 
同心光线束153 
透镜154 
透镜的放大率156 
推迟势180 
退偏振系数137 
椭球四极矩112 
椭_偏振130 

w 

外尔张 M 295 
望远镜式成像157 
伪欧几里得几何5 
稳态引力场276 

x 

狭缝衍射175 
线偏振波130 
相干性246,250 


相空间33 
像散154 

协变分 M ， 逆变分 M 16, 255, 256 
旋转流体的平衡332 
旋转偶极子 的辐射 197 

Y 

雅可比恒等式427 
衍射光束的 M 小宽度163 
赝张 tt 19 
引力半径335 
引力常数300 
引力场引起的光线偏折345 
引力场中的陀螺进动381 
引力势252, 274 
引力质 M 和惯性质 M 371 
应力张 M 89, 91 
有效辐射 199, 206, 208, 212 
有效籤面241 
宇宙学红移278 
圆孔衍射177 
匀加速运动25 
运动的带电粒子的辐射202 
运动电荷的相互作用力104 
运动电荷对光的散射244 
运动群424 

z 

张 M 的維并18 
振子对波的散射243,245 
质佾的重正化101,379 
质域的四极矩张 M 331,394 
轴对称引力场340 
轴矢 M , 极矢量20 
自然光136 

作用在辎射粒子体系上的力213 



译后记 


早在1959年，任朗、袁炳南二位先生就按1948年俄文第二版将本书译 
为中文出版，深受_内广大读者欢迎.半个多世纪以来，本书俄文原版历经数 
次修改和增补，和最初的版本相比篇幅已大为增加，全书的内容（特别是有 
关引力场理论的内容）多有更新，迫切需要出版包括这些修改和增补的新的 
中译本.这次的翻译是在任、袁二位先生原译本的基础上，按2006年俄文第 
八版进行的. 

新译本的1 9章和12章由国家天文台邹振隆先生依据俄文第八版并 
参考英文第四版进行了校 iJ *. 第10,11，13,14章的增补部分、序言和索引由鲁 
欣依俄文第八版翻译，亦由邹振隆先生迸行了校汀. 

特别要感谢北京师范大学物理系裴寿簡和赵峥二位先生，他们在出版前 
分别审读了 1 9章和10 14章的译稿，提出了许多宝贵的意见，使得译稿 
史加完善.也要感谢北京大学力学系李植老师和中_科学院理论物理研究所 
刘寄星先生依据俄文版对序言译文所作的修改. 

还值得一提的是，在本书的编辑过程中，部分读者通过本书的微傅对部 
分译稿进行了试读，特別是复旦大学物理系施郁教授研究组博士生戴越同学 
通读了全稿，从科学性和文字两方面均提出 f 很多中肯的修改建议，使我获 
益匪浅.最后还要感谢高等教育出版社自然科学学术著作分社王超编辑耐心 
和细致的编辑. 

受专业水平和语言水平的限制，译文中错误和不当之处在所难免.恳切 
地希望各位读者发现后批评指正，以便重印时修改. 


中国科学院物理研究所鲁欣 

luxin @ iphy . ac.cn 
2012年6月于北京 
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